Cabr — 2 fanni Uzra muhazira matnlari.
Tartib edan:b/m S.S.Haxiyev

Moévzu 1.

Qrup anlayisi. Altgrup.
Qruplarin homomorfizmi va izomorfizmi.
1. Qruppoid, yarimqrup, monoid,
assosiativliyin Umumilasmasi.

Moalum oldugu kimi, G # @ - verildikdo T : G*= G funksiyasina G-do toyin edilmis binar cobri omol
deyilir. Ogor T (< &b =) = c-dirss, onu ¢ = aTb kimi isars edirlor. Verilmis ¢oxluq tizerinda bir vo ya
bir ne¢o binar cabri amal tayin oluna bilar.

Ty, T2, ..., Th
Bu halda
= Ty T .., Ty =

sistemina G ¢oxlugu tarafindon Ty, To, ..., Tn amallori vasitssilo yaradilmis cobr deyilir. Masalan,
=Nit> =Ni+;->= <N:+, -,aPabeN= bir ikivo iic omolli cobrlordir.

Torif 1. Uzorindo yalniz bir binar cobri omol toyin olunmus < G: T > cobrina qruppoid deyilir.
Masalon, < Ni+= «<Ni-> <7z 4= <z =

Torif 2. Qruppoidds toyin olunmug omal assosiativdirss, ona yarimqrup deyilir.
<NA> <z 4> <Ni-> <2z > vanmqrupdurlar, lakin < N:aTh = aPabeN=> R A
yarmmqrup deyillar.

Tarif 3. Yarimqrupun neytral elementi varsa, bu yarimqrupa vahidli yarimqrup vo ya monoid deyilir.
Mosoalon, = N: - = = Z: +> monoidlordir, lakin < N:+> monoid deyil.

Teorem. G ¢oxlugunda toyin olunmus binar cobri amal assosiativdirss, onda G-dan olan istanilon
ai, a, ..., am Uglin

(ar a2 ... a)" (ak+1...an) =(azaz...a) " (a1..an) (1)

isbat,V (a1,85,3;€G) (ay  a;)-a3 =a; -+ (- @ )=a; ' @ 33 oldugundan,
a8y a3a4 € G (iglin
8) " 8y a3- a8y = (3 " 3;ra3) 3 =3 3)-(@;0 a)

alariqg.
Bu miihakimoni istonilon 1 = k1= = {iciin aparsaq (1) borabarliyinin dogru oldugunu gororik.

2. Orupun tarifi, misallar.
9vazlomoalar grupu.

Torif.< G: * = monoidindo hor bir elementin simmetrik elementi varsa, ona qrup deyilir.
Bu torifden ¢ixir ki, < Gi * > cobrinin qrup olmas iigiin asagidaki sortlor ddonmoalidir:
1)‘?’3,]::56; a-beG ,

Z)V(a,b,cEG]u (b-c)=1(a-b)-c

3)3 eclG; VaeG, a-e=e-a=a



4)‘?‘356;33156;3-31:31-3:9

Qeyd edak ki, G qrupdursa, imumi sokilda cabri omali © kimi, neytral elementi e, a-ya simmetrik
elementi iso @ " kimi isars edirlor vo a-nin torsi adlandirirlar.

Bundan olava, qrupda istirak edon binar cobri omoldon basqa, 72 € G ;a — a™" _hor a elementina
onun @™* torsini qars1 qoyan bir yerli omol do istirak edir. Bunu nozoro alaraq < G: * = cobri qrup
oldugda onu < G:*, =" = kimi, omol toplamadirsa, < G +i (=) > kimi isars edocayik.

Misallar:

1. <% +:(=) = -tam ododlor ¢oxlugu toplamaya nozaran grupdur.

2 < Z;' > - tam ododlor vurmaya nozoron qrup deyil.

3. Q — rassional adadlor toplamaya nozeron <@ +: (=) = qrupdur.

4. Q+ mushat rassional adodlor vurmaya nazaran, sifirdan forgli rassional adadlor vurmaya nazoron
qrup toskil edir.

5. Elementlori P meydanindan olan biitiin n tartibli geyri moxsusi kvadrat matrislor coxlugunu S (n;p)

olunur va n daracali simmetrik qrup adlanir.

3. Altgruplar.

Torif. G = <G~ Tt grupunun asas ¢oxlugu olan G-nin bos olmayan A alt¢oxlugu G-da tayin
olunmus amollora nozoron 6zii do grup toskil edorss, onda A = < A;- T grupuna G-nin altqripu
deyilir.

Masalon: 1) < 2%; +, (=) = - ciit adodlor grupu = Z +.(=) = tam ododlor grupunun altqrupudur.

2) <Q +. (=) > - rassional adodlorin toplamaya nozaron grupu < R: +.(=) > _haqgiqi ododlorin

toplamaya nazaran qrupunun altgrupudur.

—[—1 . . . ~f—1] ..
3) = Qui- ': ) > . miisbat rassional adadlarin vurmaya nazaran grupu, < R.:- s haqiqi

adadlarin vurmaya nazaran qrupunun altgrupudur.

4) S (n; R) — determinantlar1 1-o barabar olan n tortibli hagiqi elementli matrislorin vurmaya nozoron
grupu, bitun n tortibli geyri-moaxsusi hagigi elementli matrislor grupunun altqrupudur.

Teorem 1. A= G altcoxlugu = G: -, = grupunda verilmis omallora nozaran 0 zaman vo yalnz o
zaman qrup toskil edor Ki,

1)1)vabed; a-beA

2)V@eA alea
olsun.

Dogrudan 1), 2) sertlori 6dandikdo, G-doki assosiativlik A-da 6denor, e =2 *@7" €A olar, ham do
a™ €A olar, yoni < A+, =Y = qrup olar.

Teorem 2. G qrupunun ixtiyari A, B altqruplarinin A ' B Kasigmasi do altqrupdur.
Dogmdanda‘v’[a,bEAﬂB:] fictin @ ‘b eA ya-beB odur ki, @ b eAnB homdoa™ €A

-1

a - eb olarsa, a~! EANDB

Natica. G qrupunun ixtiyari altqruplarinin kasismasi do G-nin altqrupdur.



4. Sol (sag) kociirmalar grupu.
Keli teoremi

<G, == grupunun hor bira € G elementino ixtiyari x € G {i¢lin t, (X) =@ * % qaydasilo bir ta

inikasi (ta : G = G ) gars1 qoyaq.
a

Buhalda T (G) = [t? . G} coxluguna G-nin sol kdgurmolar ¢coxlugu deyilir.

isbat: V(@b EG) ty (tpx )=ta-(bx) =(a-b)x=tab (x), ta* (X)=27'% Vo
tarta—1 =taay =te =Eg (e€G), yoni t3' = (ta)?

Buradan gorunir ki, h (a) = ta inikasi hor bir ta € T elementino yegano bir @ € G va torsine qars
goyur va verilon amala nazaran qapali olur. Bu dediklorimizi asagidaki teorem vasitasilo ifads eds bilarik.

Teorem (Keli). Hor bir G = < G:-,=71 = grupu G ¢oxlugunun simmetrik qrupunun miioyyan
altgrupuna izomorfdur. Xususi halda, hor bir sonlu n — tortibli grup n doracali avozlomalor grupunun
muoayyan altgrupuna izomorfdur.

5. Oruplarin homomorfizmi va izomorfizmi

Forzedok ki, G=<G:*,.Z = zG=<G O, OG> kimi iki qrup verilmisdir.

Toarif 1. G grupunun G grupuna homomorfizmi elo @ : G = G inikasina deyilir ki, V&b €G {ciin
@ (a-b) = @@ 0@ (b) porabarliyi ddansin.

@ : G~ G homomorfizmi @ : G =G goklinds yazilir.

Ogor @ : G =G homomorfizmindoki @ inikasi biyektivdirso, onda bu homomorfizm izomorfizm
adlanir vo @ : G = G jgars olunur.

Misallar; 1) @ > 1 hogigi ododi verildikds () = 1a"-n € Z} coxlugu vurma amslins nazaran grup
togkil edir, vmneZ;a™:a" = a™™ @%)yl-a": @:a%-=n gaydasiilo ®: (a) =% — (a) vo
<% +(-)= gruplarinin izomorfizmini qurmagq olar.

2) istenilon @ €2 (iciin @ (a) = 2a gaydas1 ilo 2= 2% homomorfizmini qurmagq olar.

3)¥ a€ R.igin ® (a) = lne qgaydastilo < R.i*, =" = grupunun <R+, () > qrupuna
izomorfizmini qurmag olar.

Teorem.= G:*, =" = qgrupuna izomorf olan ixtiyari < G: ©, O1= cobri qrupdur.

Dogrudan da, ¢ (a) @ ¥ (b)=® (a" b) boraborliyi gostorir ki, # (a) @ ¢ (b) € G, homdo
@ (@)= [@@]7 oldugundan [*@ e G ¢ixir.

Odabiyyat: [1], [21,[4], [8].



Movzu 2.
Qrupun doguranlar sistemi. Dovrii gruplar.
Altgrupa nazaran ayrils.
1. Qrupun doguranlar sistemi.
Elementin tartibi vo xassalari.

G grupunun bos olmayan S ¢oxlugunu 6z daxilina olan biitiin altqruplarin kasismasi do S-i 6z daxilinda
saxlayan altgrupdur. Onu A ils isara edok. A-ni1 togkil edon elementlar S-in a, b, c,... elementlari va onlarin
torslorindon ibarat mixtolif kombinasiyalarindan ibaratdir. Bu halda S ¢oxluguna A qrupunun dogurani
deyilir.

Torif. Dogurani bir elementdan ibarat olan qrupa dovrii qrupu deyilir. G doguran1 A elementindon
ibarot dévrii grupdursa, onu G = {8} kimi isars edirlor. Bu grup @™ (n € £ ) kimi elementlordon ibarot
olur.
a™.a = a™*n —a™" ™ = a -a™ poranorlikleri géstarir ki, dévrii grup kommutativ grupdur.

Asagidaki iki haldan biri va ancaq biri mimkunddr.

a) a-nin biitiin qlivvatlori 6z aralarinda miixtalifdirlor. bu halda dévru qrup sonsuzdur — Masalon:
[25;. =15 Z} - {2}
grupu sonsuz dovri qrupdur.

b) Elo S= ke Z tam odadlori var ki, 2° = a(S = k)

Bels oldugda s — k = h ils isars etsok, alariq ki, 2" =e.
Belo h € N natural adadlorinin an Kigiyini n ilo isaro etsok, ona {8} dévrii grupunun vo ya a elementinin
tortibi deyilir. Elementin tortibinin asagidaki xassalori var:

Xassa 1. n odadi a elementinin tortibidirss,

e=a% a=al a%a ...,.a"t

elementlori muxtalifdir.
k-1 .
Dogrudan da ak = al (0O<l<k=n—1)olsa,onda2” =1 olarki, k—1<n oldugu iiciin b yalniz
k=1 oldugda mumkundiir.

Xassa 2. a-nin tortibi n-dirse, a™ = e (M € 1) gortini ddoyon m odadi n-in misli olur.
Dogrudan da m = nq + r olsa

pza™= aItr = (@g")a.a’ —e?.a’ = af (1)

Lakin T <1 oldugundan @ = ! boraberliyi ancaq r = 0 oldugda mimkiindir. Demali, m = nq.

Teorem. G = {a}" n tortibli dévrii qrupdursa, a® glementi bu grupun onda va yalniz onda dogurani olar
ki, ©BOB (k,n) =1 olsun., yani K ilo n qarsiligi sado adadlor olsun.



. . . T T T 3 -5 7 ..
Bu teoremdan cixir ki, € € Eg vahidin 8-ci doracadan ibtidai kékiidiirso, onda € €€ €' adadlorinin

hor biri Es grupunun doguranlaridir.

isbati. Forz edok ki, G = {E'k}” va (k,n) =d* 1 . Ondak = dk, n = dn. Buradan nk = NDK, kn = kdn,
Vo (2 Jom = (@ = e. Demoli, 2% -nin tartibi n-don kigik n, adadi olar.

Torsino, (k,n) =1 olarsa, elo u, v€ £ odoadlori var ki, ku + nv =1, yoni ku = 1 — nv olar. Onda

k
(E' )U —akl =g - @ ™M=2a- 1=a Demoli, aX dogurandr.

2. Dovrii qruplarin izomorfizmi.
Dovri gruplarin altgruplari.

Teorem 1. Biitiin sonsuz dovrii qruplar 6z aralarinda, biitiin n tortibli dovrii qruplar 6z aralarinda
izomorfdurlar.

Isbati. G = {a} ixtiyari sonsuz dovrii qrup, Z = {1} tam odadlorin additiv grupu olsun. @ : G = 2
inikasin1 @ (a¥) = k soklindo gétiirok. Bu inikasin izomorfizm oldugu aydindir. Ciinki

# @ a")=e (@ TT) =kem=0 (@) + o @m)

Tutaq ki, G = {8}" —n tortibli dévrii grup, En = {€}" 1-in n-ci doracadan koklori grupudur. ¢ (a") = ="
qaydast ilo G = En izomorfizmini gors bilorik.

Indi isa dovrii qruplarin biitiin altqruplarini miiayyan edoak.

G = {a} dovrii grup, A iso onun altgrupu olsun.

Forz edok ki, a—nin A-ya daxilolan an kicik miisbst tistii @ dir. Onda ixtiyari a* elementi iigiin
k=mq+rvoak=am" Buradan a'=a“™ =ak (a™) 9 A olar.a"= A vor<m olmasiyalnizr=0

halinda miimkiindiir. Demali, k = mq vo {2™} altqrupdur.

: 2 — .
Demoli A = fa™, a®™, .., a™ = e} q tortibli altqrup olur.

3.Altarupa nazaran ayrils.
Lagranj teoremi.

G=<G",="" > grupunun A=< A+, =Y = altqrupuna baxaq. Ixtiyari x € G elementi tigiin
X A= {XaZ/a e A} coxluguna A altqrupu torafinden yaradilmus sag, A *X = {aX=/a € A} coxluguna
1S9 sol yanasi sinif deyilir.

Sartlosok ki, bundan sonra asason sag yanasi siniflorlo moggulolacagiq vo deyilonlar sol
yanasisiniflara do aid olacaqdir.

Asagidaki ti¢ miilahizonin dogrulugunu qeyd edok:

1) xy 1 vo x1y elementlorinin hor biri A-ya daxilolsa, onda XA = yA olar. Ciinki

yA = (xxHyA = x (x1y)A) = XA



2) Iki miixtolif yanasi siniflorin heg¢ bir ortaq elementi yoxdur. Dogrudan da, XA vo yA yanasi
siniflorinin har hans1 Z = xai1, Z =ya» ortaq elementi olsa, ona xa: =ya. olar ki, bu da ad: = xly
barabarliyi ilo ekvivalent olar, yoni x'y € & | hamginin xy™ elementi do A-ya daxil olar ki, 1) - o asason
XA =yA olar. Bu isa siniflorin mixtalifliyi sortino ziddir.

3) Hor bir a€ G elementi siniflordon yalniz birins, mohz onu saxlayan aA sinfino daxildir. Demoli a
elementi siniflordan birins va yalniz birino daxildir.
Torif.xA. % € G} siniflor coxluguna G qrupunun sag ayrilisi, siniflorin sayma iso A altqrupunun
G-doki indeksi deyilir.
Ogar G grupu sonlu N tartiblidirss, A altqrupunun tartibi n-dirss, A-nin G-daki indeksi j olarsa,
istonilan sinifds n sayda element oldugundan alariq ki,
N =nj

Buradan Laqranj teoremi adlanan asagidaki teoremi isbat etmis olariq.

Teorem. (Lagranj) G sonlu grupunun har bir altqrupunun tartibi hamin grupun tortibinin bélonidir.
Asagidaki naticalori gqeyd edok:

Natica 1. Tortibi sado odoad olan grupun {€} vahid altqrupdan basqa altqrupu yoxdur.
Natica 2. Sonlu grupun elementinin tortibi qrupun tartibinin bélonidir.

Natica 3. n tortibli grupda ixtiyari a elementi ticiin 8" = (ciinki, a-nin tortibi k olarsa, n =k *1)

Odabiyyat: [1], [2],[4], [8]-

Movzu 3.

Normal bolan. Faktor-qrup.
Homomorfiz hagqinda teorem.
1. Normal bélan

G=<G-, == qrup, A = < A; 27 = s onun altgrupu olsun.
Torif. G grupunun A altqrupuna nozaran sag va sol ayrilislari iist-Usto diigorss, yoni

Vix EGlxA = Ax (1)

olarsa, onda A-ya G-nin normal altqrupu vo ya normal bélani deyilir.
Masalon, 1) < % +.(=) = grupunda < 2 % + (=) = normal bélendir,

2) G (n; p) — n tortibli geyri - moxsusi matrislor qrupunun deferminantlar1 1-a barabar olan S (n ; p)
altgrupu normal bolondir, ¢iinki ¥ A€ G (n; p), gl

AS(n;p)=S(n;p)A,

basqa sozlo ¥ (BE S@:p)). I (B'1ES(n;:p)).AB= B'lA
Dogrudan da, B* = ABA® v [B*| = IAIIBIIA™Y = IBl=1 yonjB* €S (n:p)
(1) borabarliyi gdstorir ki, ¥ x€ G;¥ (a€4 ) Ucineloa'c A elementi var ki,

xa = alx )



(2)-don alinir ki,
al = xax}(3)

Bu halda xax*elementino a elementinin qosmasi deyilir. (3)-don almir ki,
a=x"talx = x7'al(x™')? yoni a' elementi a-ya qosmadirsa, a-da a*-o qosma olur.

Bu dediklorimizi asagidaki teorem soklinds yekunlagdira bilarik.

Teorem. A altgrupu 0 zaman vas yalniz o zaman normal bolan olar ki, 6zinin har bir a elementi ilo
yanagi onun qosma elementini do 6z daxilinds saxlasin.

2. Faktor — qrup.

A altgrupu G grupunun normal bélanidirss, onda G-nin A-ya nazoran ayrilisindaki biitiin yanasi
siniflor coxlugu qrup toskil edir.

Dogrudan da G-nin A normal bdlonina nazaran biitiin yanasi siniflor ¢oxlugunu G/A ils isars edok.
Ixtiyari XA va YA siniflori G¢lin
1) XA ‘YA = x (Ay)4 = x A = (xy)A4 = (xy)A  yonixA -yA EG/A
2) WA VA ZA E G/A)
%A (yA -ZA) = x4 ((yZ)A) = x(y2)A = (xy)ZA = (xy)4 -ZA = (xA - yAZ(A)
3) VxA e GA) A (XA) =(AX)A = x (AA) = xA. Demali A = eA vahid elementdir.

G
VA e— ..
4) A (XA) " (X1A) = xxY(AA) = eA = A, homginin (xA) (XA = (XIX)(AA) = eA = A.
Demoli x 1A = (xA)™.
_:_-;E--s"i_l:l;:. . ars
Demali "A" '~ grupdur. Ona G grupunun A normal bolonina nozaran faktor-qrupu deyilir.

( (

Misallar:1) < Z +.Z" = tam ododlor grupunun < 5 % +.27" = normal bélanine nazaran Z/52

faktor-qrupu asagidakidir:

25z _0=152,  T=(58+1,2= (52 +2) 5_(5243), F={52+4hec®
2) 6Z/24Z = f{24F1,{24F + 6}.{24F + 12}, {24F + 18}, z € %}

3) G (n;p) /S (n;p) = {AS(m; p).4 € G (n;p)}

3. Homomorfizmin nivasi.
Homomorfizm haqgginda asas teorem.

Torif.¢ : G = G homomorfizmi naticosinds & € G vahidins kegon biitiin x € G elementlori
coxluguna % homomorfizminin nivasi deyilir.




Teorem. Homomorfizmin niivasi G-nin normal bélanidir.
Isbati. Asanhqla yoxlamaq olar ki, H altqrupdur.

el =8 @) =(8) olarsa, @ '¥) = @) -@ly) = -8 = & ass0siativlik xassosi, e € Ker ¢ olmas
aydindir. Homginin e-gple)= @(x 'K_lj = px)- ip'ix_lj gostorir ki, @ [x‘lj = [r:p'ix]]-ll

Demoli H altqrupdur. Digor torofdon ¥a € Gix € H {igiin
plaxa™ = p@eEe (@) = (@) p@N=p @ -a V=@ = & yynjaxa € H, yoni H-m
hor bir elementi ilo yanasi onun qosmasi da H-a daxildir. Demali, H normal bdlondir.

G

Indi hor bir @ € G elementins onun durdugu aH sinfini qars1 qoyan ®:G = § inikas: diizoldok. Bu

inikas homomorfizmdir, ¢iinki

o@=aH @ (b) =bH oldugda
o(a +b) = (ab)H = aH - bH = @(a)e(b) glar.

Bu homomorfizma G grupunun tobii homomorfizmi deyilir.

Teorem. G grupunun G grupu tizorino @ homomorfizmi \arsa vo H by homomorfizmin
nlvasidirss, G/H faktor-grupu ilo G grupu izomorfdur.

Isbati¥a € G: @(a) = aeG f(a)=aH

¢ (aH) = ®(@) = 3 gaydas1ilo © : G/H — G inikasmi quraqg. Asanliqla yoxlamaq olar ki, bu inikas
biyektivdir. © : G/H =G,

Dogrudan da @ vasitasilo aH-a yegano bir @ vo torsine qoyulur vo
o(@aH bH)=0 (3:bH)=a-b=3-b=0 (gH)-o (bH)

Qeyd edok ki, ® = 0 *f  ciinki, ¥(a € G (a) = o(f(a)) =a(aH) = 7 olur.

Odabiyyat: [1], [2],[4], [8]-

Movzu 4.

Halganin ideal1.
1. Halgamn torifi. Misallar.

Halga anlayigini bir daha yadimiza salaq.

B=k coxlugu tizorinds toplama va vurma binar cobri amallari toyin olunmussa va bu amallor
asagidaki xassolori 6dayirse, k = <k + .- = cobrino halqa deyilir.
1)‘?‘{3,1:: elkl; a+b=b+a

2) V(@b ek (a+bl+c=a+(b+c)

3)3® Eki:v(a ek at+b=2a

HV@ e, 3(-a)ek) a+(—a)= o

5)V@bec ek (a-b)-c=a-(b-c)

6)V@be ek a ‘(b+c)=a-b+a-g @a+bl-e=a-c+b-c

Ogor halgada vurma amali kommutativdirss, yani



7)V@@b ekl:a-b=b"a olarsa, K kommutativ halqa adlanir.
Ogor halganin vahidi (vurmaya gora neytral elementi) varsa, ona vahidli halga deyilir.
Misallar: 1) Tam ododlor halqasi= Z; + . > |

2) Ciit ododlor halqast < 2 Z; +, =
Bunlardan birincisi vahidli, 2-si vahidsiz halqadir.

3) M (n;p) — n tortibli matrislor halgas1 kommutativ olmayan halqaya aid misaldr.
Vahidli kommutativ halgada hor bir sifirdan forgli a elementinin 2" torsi varsa

@ - al=ala=e ). Bu halga meydan adlanir. Masalan, rassional adodlor meydani.

2. Halqanmin ideali vo ona aid
misallar.

K =<k +, > halqasinin J altcoxlugu asagidaki iki sorti 6doyorse, ona K-nin ideali deyilir:
1)V@b ek a-b €] yoniJ cixma omoaline nozoren gapalidir.

2)v@e€] k&K a-kk-ae] yonjJaltcoxlugu halgann elementlarine vurmaya nazaran
dayaniqlidir.

nx
Misallar: 1) Z —tam ododlor halgasi, n € 2 geyd olunmus tam odod oldugdan £ = I? = E} coxlugu

Z _in idealidir.
ka

—E K}
2) K-nin kommutativ halga, a € ¥ qeyd olunmus elementdir, onda { k idealdir. Bu ideala a
elementi torofindon yaradilan bas ideal deyilir vo (a) kimi isars olunur.

3) K — kommutativ halga, 1:22: -, @n € K geyd olunmus elementlordir. Onda I(a]1.22, ws@n) =

{klﬂl +kyap + - + knan,kg, o kp € K}

idealdir vo ona @1 3z, .-»@n elementlori torofindon yaradilan
bas ideal deyilir.

Qeyd edok ki, K vahidli halqadirsa, onun vahidi he¢ bir moxsusi ideala daxil deyil, dogrudan da 1€ ]
olsa idi, onda istonilon k € K iicin k=k*1 €] olardi ki, buradan K = J alinard1. Bundan slave, vahidli
halgada torsi olan elementlor do T moxsusi idealina daxil deyil, ¢linki agar tarsi olan a elementi J-ys
daxil olsa, onda1=2a""-a €] olard.

Halqgada iki ideal forglondirmok lazimdir; biri halqanin 6z, digori £6} ideal.

2. ideala nazoran miigayisa, onun xassalari

a,b €K elementlori a — b €] sortini 6dodikda deyirlor ki, bu elementlor J idealina goro miigayisa
olunandirlar vo bels yazirlar a = b(J).

Teorem. ideala nozoron miigayise miinasibati K ¢oxlugu iizorinda ekvivalentlik miinasibotidir.

Isbati. 1) istonilon a € K iigtin a-a=© €1 | yoni refleksivlik odonir.

2)¥(abeK) a=b(])-b=al) simmetriklik 5donir.

3)V[a,b,cEK:] a =bab=c=a=c()

J idealina goro miqayiss minasibatinin ekvivalentlik siniflorina J idealina gora ¢ixiglar siniflori
deyilir. ¥ (a2 € K) elementini 6z daxilino alan ¢ixiqlar sinfini @ ilo isaro edok. Aydindir ki, @=2a +J

Asagidaki xassalori geyd edok:
Xassa 1. J idealina gora mugayisalori torof - torafa toplamag vo vurmag olar.



a =b(]).c=d() ondaa—b,c—de Jbuhalda(a+c)—(b+d)y=(a-b)+(c-d)E J.
Homginin,a*'¢ —bd=ac—-ad+ad—-bd=a(c-d)+(a-b)d€ J.

Xassa 2. Migayisanin har iki torafini halganin ixtiyari elementina vurmag olar.
a =b(J)olarsaa—b € Jolar, onda ixtiyari k € K liglin k (a - b) va (a - b) k elementlari J-ya daxil olar.
Odur ki, ka= kb () ak = bk (),

3. Faktor — halga

Forz edok ki, K halgast vo onun J ideal1 verilmisdir. K halgasinin J idealina gora tortib olunmus biitiin
cixiqlar siniflori coxlugu K/J faktor-coxlugudur. K /J ¢oxlugunda asagidaki kimi amallor tayin edok:

1)v{a,E eK(D))a+b=a+b—-3a=(=3)

»Eb=ab 0=j

K/J faktor ¢oxlugunda tayin olunmus bu amoallar siniflorin elementlorindon asili deyil.

Teorem. K halqasinin J idealina goéro qurulmus K/J cabri halqadir.

Dogrudan da siniflar (izarinds toyin olunmus toplama amoali additiv qrupun sartlorini 6dayir. Bundan
olavo,

a-(by-cyzad-c)=a (b:c) :{ah]-c:mf={5-b_)-§_
(5+h_:l'E —(a+h)-C=(@a+h).c—ac+bc=ac +bc=3-t+ b_'E.Analojiqaydailg

a+((by+c)=3-b +3:T oldugunu alariq. Demoali K/J cobri halqadir. Ona K halqasmnin J idealina gora
faktor halgasi deyilir.

Odobiyyat: [1], [2],[3],[4], [5].

Movzu 5.

Tamhq oblastinin sada transentent genislonmasi.
Birdayisanli coxhadlilor. Coxhadlinin daracasi.

1. Tamhig oblasti, misallar.

K = <K + > halqasi verilmisdir. a, b €K elementlori a 0 b =0 olmasmna baxmayaraq

a-b =10 glarsa, bu elementlars sifirin bolanlari deyilir.
Asagidaki misallara baxaq:

1.A= (é SJ, B= (g 'ﬂ matrislori sifirdan farglidirlor, lakin A ‘B= (g SJ

2. Z/6 Z faktor halqasinda
2=+0, 3—=n1|akinf-§=2-3=ﬁ_=ﬁ.

3. [=1.1] parcasinda toyin olunmus funksiyalar halqasinda



1,x €[-1,0]
x €(0,1),

0,x €[—1,0]

flo) = {n, g G = {1, x €(0,1)

funksiyalarinda her biri sifirdan forglidir, hasili f )+ g (x)=0

Torif 1. Halqada sifirin bdlonlari yoxdursa, ona tamliq halqasi deyilir.

Toarif 2. Kommutativ tamliq halgasina tamliq oblast1 deyilir.

Moasalon, tam adadlor halqast, rassional adadlor halqasi, hagiqi adodlor halgas: tamliq oblastlaridir.
Vahidli tamliq oblastinda har bir sifirdan forgli elementin torsi varsa, meydan olur. Elo tamliq oblastlari
var ki, meydan deyil. Moasalon, tam adadlar halgasi tamliq oblastidir, meydan deyil.

2. Tamhgq oblasti iizorinds cabri va transentent elementlar.
Tamhgq oblastinin sadJ transentent genislonmasi.

Forz edok ki, K — tamliq oblasti kommutativ vahidli Z halgasinin alt halgasidir vo 1 € K.
Torif 1. W€ £ vy istonilon @p: @y, ..., @ty € K elementlori iglin

%+alu+...+anun=9 (1)

boraborliyi yalniz ® = @ = - = @ = 0 halinda dogru olarsa, u elementi K iizorindo transentent, o
omsallarindan he¢ olmasa birinin sifirdan forqli oldugu halda da dogru olarsa, cobri element adlanir.

Mosalon, ™1 adadlori vo bels adodlorin miixtalif kombinasiyalari rassional adadlor halqast iizorinds
transendent elementlordir. ¥2, ¥3 kimi ododlor iso cobri elementlordir.

Torif 2. Ogor U € £ elementi k halqasi tizorinds transentent element olarsa, onda

n
oty U

{o:n—l-otlu—l----—l- . 0y ...,[InEK}

Cg

Klu] =

coxluguna K halgasinin u elementi vasitasilo sads transentent genislonmasi deyirlor.
Teorem. Ogor K [u] sads transendent genislonmadirsa, onda istonilon a € Klul elementlorinin

a=op+oyu+ -+ apu” (2)
soklinda ayrilig1 yeganadir.
Isbati. Forz edok ki, a elementinin (2)-don basqa a = of +aqu + - + afu® ayrilig1 da var. Onda

(% — O ) + (%1 — @)y + .. +(Cn -0th Ju™ =0 (3)

alinar ki, u transendent element olduguna gors (3) barabarliyi amsallar1 yalniz sifir giymatinds 6danoar,
yani

1 1
0 —Cp=10y — 0 = =0y -cy =0 olar.

3. Transendent genislonma vasitasilo qurulan coxhadli.
Coxhadlilar Gizarinda amallar.




K[ul transendent genislonmoasi tizorinds asagidaki kimi amallor tayin edok:
1.f(u) = +au+-+agu’ g (u)=Bo+Bu+-+ Byu”

(f(u) = g () = (@ = Bo &ty = By, s 0tn =P )
2.f(u)+g(u)=(t+Bo)+ (e +B1)u+..+ (%n+Bn)u”
3.f; (U) = G+ agu + - + apu® | gy (U) = Bo + Bru + - + Brmu™ olarsa,
fy(u) " 81 (u) = Yo+ Y1u + =+ Vnomu™™™

CIkBe
burada ¥s = ®Ps + @185 1 + -+ asBo = k¥T=s (s=1,..n+m)

Teorem.k[ul transendent genislonmosi lizarindo qurulmus < K [ul: + = cobri kommutativ halqadir,
K tamliq oblastidirsa k[ul da tamliq oblastidur.

Dogrudan da, k[u] {izorinds yuxaridaki qayda ilo qurulmus toplama vo vurma smallari K-nin dziindoki
omollorin davami kimi halqaya aid biitiin xassolori 6dayir. Bundan slave, ager fi(u) - 81 (u) =0 va
fy (u) # 9.81 (u) ¥ 0 olarsa, hom fi-in, hom do &1 — 1IN omsallarindan he¢ olmasa biri sifirdan forgli
olmalidir, bu halda yuxarida géstarilon ¥s omsallarindan heg olmasa biri sifirdan fargli olardi.

Toarif. K kommutativ vahidli halga, x iso K-nin elementlori iizro dayison oldugda K[xI transendent
genislonmasinin har bir elementina x dayiganli coxhadli deyilir.

Qeyd edok ki, bu torifi verarkon nozara alimmisdir ki, x dayigani, Umumiyyatlo 6zinu K zarinda
transendent element, KIx] iso transendent genislonmo kimi aparir. Bu fakt K] = k[u] jzomorfizmindon
alinir.

Yuxaridaki torifdon gordndr ki, har bir f(x) goxhadlisi

f(x) = ax" +a;x" 1 ++apgx +ap (1)

soklindo yazilir. Burada 20 # 0 olarsa n adadino goxhadlinin doracasi, apx™ bas hoddi, @n -o Sarbast

hoddi deyilir. @ =1 olduqgda f (x)-a normal ¢coxhadli deyilir. Qeyd edak ki, coxhadlilor Gizarinds
toplama, skalyara vurma va hasil amallori transendent genislonmonin elementlori ti¢iin oldugu kimidir.

4. Coxhadlinin daracasi va xassalari.

f coxhadlisinin doracasi onun bas haddinin doracasina deyilir vo n = degf kimi isara olunur.
Daracanin bir nega xassasini geyd edok:
Xassal. Iki goxhadlinin cominin daracasi toplananlarin doracolorinin maksimumu agmir.
deg (f+g) = max{degf, degg}
Xassa 2. iki goxhadlinin hasilinin daracasi onlarin daracalori cominden béyiik deyil.
deg (f-2) = degf + degg
bu xassoalar bilavasito coxhadlilorin cominin va hasilinin torafindon alinir.
Xassa 3. K halqas1 tamliq oblast1 olduqda, iki ¢oxhadlilarin hasilinin daracasi onlarin daracalari
camina barabar olur, yani
deg (f-2)= deg f + degg
isbati. f (x) = 20X™ +a1x™ 1+ +ay | g(x)=box™ +bx" 1 +-+ by Onda
f(x) 8 () = agbgx™*™ + -+ ayby hasilinin sifira barabar olmast ticlin biitiin omsallar sifra borabar

olmalidir. K tamliq oblast: olduguna goro @bos= 0 olmasindan =0 vby=9 ¢ixardi, bu da daracanin
torifino zidd olardi.

Odabiyyat: [2],[4], [7].



Movzu 6.

Coxhadlinin x-a ikihadlising bdliinmasi va koklari
1. Coxhadlinin x-a ikihadlisina béliinmasindan
alinan gismat va galgq.

Kommutativ vahidli K halgasi tizarinds verilmis
f(x) = ax™ + a2+ tay
coxhadlisi vo Cof K elementi tigtin
f(Co) = a0Cf +a:Cf ™" + - +ap
elementina f (x) coxhadlisinin Co elementindoki giymoti deyilir.
Teorem (Bezu) ixtiyari f (x) goxhadlisi vo Co= K elementi (igiin elo q (x) coxhadlisi var Ki,
f(x) = (x-c)q (x) + T (Co).

Isbati.
fx)—fleg) = a;le—cg)+a,(x® —C3 4+ —+a,x* —CH = -cla; +a,x— )+ —+a, & + Cpx™2 4
g (%).

Demoli, &) = (x —cplq (x) + flcp) (1)

Qeyd edok ki, Bezu teoreminin yuxaridaki qayda ils isbati f )5 K halgasinda toyin olunmus
funksiya kimi Co ndgtasi otrafinda Teylor diisturu totbig etmaklo alinir. Onun cobri isbati asagidaki
gayda ilo aparila bilar:

f(x) = by + byx+ - + byx” coxhadlisini x - €0 — & bdéldikds doraca an az1 bir vahid azalir, odur ki,
q (x) = do+dyx+-+ dyyx™ gobul edib, f&)-in vo q (x)-in ifadslorini (1)-do yerino yazmagla
dj(i=0;n—1)_ [ori tapmagq olar.

(1) ifadosinda istirak edon q (x) coxhadlisine & -in x - € ikihadlisine bdliinmasindsn alinan gismat,
r="f (%) —aiso qaliq deyilir.

Natica. Co€ K elementi {3 coxhadlisinin o zaman va yalniz o zaman kékii olar ki, f) coxhadlisi
X - Co ikihadlisino bolinsin.

2. Horner sxemi.

Coxhadlinin x-c ikihadlisine bolinmisindon alinan qismati vo qalig1 praktikada tapmagq tiglin Horner
sxemi adlanan asagidaki qaydadan istifads olunur.
Forz edok ki,
f(x)=ax™ +ax™ 1+ tag gx+ay,
g (x)= bex™ ! +byx" 14+ by px+ by

Bu giymatlori f (X) =(x - ¢) q (X) + r barabarliyinds yerins yazsaq alariq:
EI[;,XTl + Elj_.‘l:n_l ++ap_1x+ 8p = hnx“ + (hl - Cbn:].tn_l + [bg - Chlj.t"_z +otr— fhn—l

Sol va sag toraflords uygun daracali hadlorin amsallarini barabarlogdirmaklo asagidaki barabarliklori
alariq:



hk = Chk—l + ay k=1...,n—1)
r= Chn_l + ﬂ-n
Bunu Horner sxemi adlanan asagidaki cadval vasitasilo gostormok olar:

f ag 2y 2, ap_1 ap
bn = EID bl = Cbn + Ell hz = Chl + Ell . h]‘l—l = Chﬂ—z + Eln_j_ r= CBH—I + aﬂ

Mosalon, f (x) = 2x* —3x + 1 coxhodlisinin x-3-5 bdliinmasindon alinan gismoti vo qalig1 tapaq:

f 2 0 0 -3 1
3 2 6 18 51 154

Demoali, g (x) = 2%* + bx® +18x +51, r = 154.

3. Coxhadlinin koklarinin maksimal sayi

Teorem. K- tamliq oblasti izarinda n daracali goxhadlinin kdklorinin say1 n-don ¢oz ola bilmaz.

Isbati, Isbat1 n-o géro induksiya ilo aparaq. ©gor deg f = 0 olarsa, f (¥0) =20 olar ki, onun koklorinin
say1 sifirdir. Teoremin dogrulugunu n tigiin gobul edak, yani n daracali ¢oxhadlinin kdklorinin sayinin
n-don ¢ox olmadigini gobul edok. n + 1 doracali f (x) coxhadlisi gotiirok. Ogar Co € K elementi f (x)-in
kokudiirss, onda Bezu teoremina asason f (x) = (x - Co)q (x), belo ki, g (X) —in daracesi n-dir.

Forziyysmizo gérs, q (X) —in koklorinin say1 n-don cox ola bilmez. Demali, n + 1 dorocali fx)
¢oxhadlisinin koklarinin say1 n + 1-don ¢ox ola bilmoaz.

Natica. Tamliq oblasti tizarinda n daracali coxhadlinin kdklorinin say1 n-don ¢ox olarsa, bu ¢oxhadli
sifira barabordir.

4. Coxhadlilarin cabri va funksional
barabarliklarinin ekvivalentliyi.

K — tamliq oblast: {izorindo K (] coxhodlilor halgasini f (x) =2 + 1% + -~ + ana™ elementino baxag.
Hor A € K elementina f (A) € K giymotini qars1 qoyan f* funksiyasini K iizorinde f (x) coxhadlisine
uygun funksiya kimi qobul edok. Bazi halgalarda bu ¢oxhadlinin funksiya kimi torifi 6ziinii dogrultmur.
M Ez=%22 o . 0.1 2, 2 R

asalan faktor — halgasmin iki elementi var: Y- 1. Bu halgada x + ¥°, x - ¥ v 0 ¢coxhadlilari
eyni bir funksiyani ifads edir, ¢linki, €= 0 vo X = 1 olduqda har ti¢ coxhadlinin giymatlori barabar olur.

Lakin sonsuz tamliq oblast1 iizarinda masalo tamamils basqa ciir olur.

Teorem. Forz edok K sonsuz tamliq oblastidir. Onda K {izarinda istonilon f (x) va g (x) ¢oxhadlilorinin
cabri va funksional barabarliklari ekvivalentdir.

isbati. Forz edok f, g € K] f*.2" is5 bunlara uygun funksiyalardir. £ = g qobul edok.

Ogor f (x) = do+a1X + -~ + anx™. g (x) = by +byx + - + bpa™

f= g olmasindan ¢ixir ki, @0 = by, a3 =by, . an=by.

Ona gora do istonilon A € K {igiin £ (A) =20 +a14 +, +3nA" =bp+ byd + +bnA"™ =8 (}) olar.
Yoni £=g" olar.

Torsino, ogor £°=8" olarsa, istonilon A € K iiciin f (A) = g (1) olar. h = f— g goxhadlisi vo ixtiyari A € K
tigiin h (A) = 0. K sonsuz tamliq oblasti olduguna gora h (x) ¢oxhadlisinin istonilon sayda koku olar.
Molum noaticoya asason istenilon x € K {iciin h (x) = 0, yoni f = g olar.



Adobiyyat: [21.[4], [7].

Movzu 7.

Mevdan Uzarinda coxhadlilar.
1. Qahigh bolma hagqinda teorem.

F meydani iizorinds F [X] goxhadlilor halqas: verilmisdir.
Forz edok ki, h € F [] ticin elo yegana g, r € F [x] citii var ki,

f=hg+r, degr= degh

munasibatlori dogrudur.

Isbati. h = bg + byx + - + bpx™ (b # 0) gobul edok. Teoremi f-in doracasi n-na géro induksiya
ilo ishat edok. f — sifir coxhodli olsa vo ya degf< degh olsa, ondaf=h "0 +f ayrilis1 teoremin sortini
Odayar.

Forz edok ki, degf = n M _ f-in bas haddini anx™ gétiirok. Onda f (x) vo anbm'x™ ™k
coxhadlilarin hor ikisinin bas haddi @nx™ olar. Odur ki,

g="f .apbplxtMp

coxhadlisinin daracasi n-don Kigik olar. g-nin daracasi n-dan kigik olduguna goro, forziyyamiza asason
elo
q.r €F [x] citi var ki,

g =ha +r, degr= degh

Ondaf=g+anbm'x® ™k =h (@+anbmx" "™ )+r,
q =3 +anbm' x™ ™™ qgobul edib f= hq + 1, degr < degh alarig.
Gostorok ki, verilmis f € F [x] -5 goro q, r ciitii yeganedir. Oksini forz edok.
f=hqg+r, f=haqutry, degr= degh, degti = degh.
Onda
ry—r=higy—qy. de g(r1 — 1) < degh

Bu borabarlik yalniz 1 = = q — 41 = 0 halinda miimkiindiir.

2. Coxhadlilor halgasinda boliinma muinasibati.

Verilmis f, g € F [x] coxhadlilori tigiin elo g € F ] goxhodlisi varsa ki,

f¥)=9(®)q()



munasibati 6dansin, onda deyirlor ki, f coxhadlisi g coxhadlisine béluniir (f * & ), yaxud da g coxhadlisi
f-i bolur (g/f).

2-2= (x - \-’E) (x ++2)

Masalan, ™ . Demoali, hagigi adodlor meydaninda %* — 2 ¢oxhadlisi hom

X - VZ, ham do ¥ +VZ coxhodlilorins bélunir.

Asagidaki xassolori geyd edok:

1. Istonilon f, g € F %] {iciin f: 8 , onda istonilon € = 0 elementi tigiin f €8 .
Dogrudan da £ = (sg) (¢™'a ) seklinds yazmagla buna inanmag olar.

2.9gor f, g € FIx] coxhodlilori ticinf: 8 vo & folarsa, ondaeloc € Fvarki,f=c"&.
Dogrudan da sorto goro f =gq, g=f 4z.
f=1(91-92) olar. Bu da yalniz 91 =9z = C oldugqda mumkundur. Odur ki, f = cg olar.

3.fufy, . fn € F[x] goxhodlilorinin hor biri eyni bir g € F ] goxhadlisine béliinarss, onda
istanilon

81:82, ..., 8n € F[x] coxhodlilori iigiin f181 + f:82 + .. +fng8n coxhedlisi do g-yo bélinor.
Dogrudan da

fi=g9:1,f2=80z, .., fn= 89, onda fi81 + £282 + .. +fn8n=g (9181 + Q282+ "+ dn8n) =gd.

4.fi+f+  +fn =81+82 +..+8n boraborliyindoki hodlorin birindon basqa galanlar1 eyni bir q
¢oxhadlisina boliindiyd malumdursa, hamin ¢oxhadlinin do g-ya boliindiyline hokm veras bilarik.

5.figngie olarsa, fi@ .

3. 9BOB. f=gq + r oldugda (f.g) = (g.r) olmasi

Torif1. @ € Flx] coxhadlisi f, g coxhadlilorinin har ikisinin bélani olarsa, onlarin ortaq boloni adlanir.

Tarif 2. f, g coxhadlilorinin sabitdon basqga ortaq boloni yoxdursa, onlara qarsiligl sado goxhadlilor
deyilir.

Tarif 3. f,g coxhadlilorinin d ortag bdloni onlarin biitiin ortaq bélonlarini biiliiniirss, ona f, g - nin an
boylk ortaq bolani deyilir.

d ¢oxhadlisinin f va g-nin on boyik ortaq bdloni olmasi miinasibati d = (f,g), yaxud d = OBOB (f, g)
kimi isars olunur.

Bu torifdon goriniir ki, d goxhadlisi f vo g-nin ©BOB-dursa, onda istonilon € & F elementi {iciin cd
coxhadlisi do ©BOB-dur. Belo oldugda ©BOB yeganos gaydada toyin oluna bilmir. 9BOB-u yegano
gaydada tayin etmak tigiin normal O9BOB-u (bas amsali 1 olan) asas kimi gobul etmak olar.

Teorem. f, g, g, r € F ] coxhodlilori arasinda

f=hq+r (1)

minasibati varsa, (f,g) = (g,r).
isbati. d = (f.g), 4 = (g,r) gebul edok. f vo g coxhadlilari d-ys béliindiiyiine géro (1) barabarliyina
asasan r do d-ya béliinar. g va r coxhadlilari d-ys béliindilyiindon d* = (g, r) ©BOB-u da d-ys béliiner,

d*:d  Eyni qayda ilo gbstormok olar ki, d ©BOB-u d* -a bélinor. d i d*, pemoli d = d*

4. Evklid algoritmi vasitasilo 9BOB-un tapilmasi.
OKOB




Iki g¢oxhodlinin ©BOB-nu tapmaq iigiin Evklid alqoritmi adlanan ardicil qaligh bdlma
omoliyyatlarindan istifads edirlor.

f, g € FIxI coxhodlilorinin ©BOB-nu tapmaq iigiin onlara asagidaki kimi ardicil qaligli bdlmo
diisturlar1 totbiq edok:

f=gq; +r; (0 <degry <degg)

g=ryq,+1, (III = degr; < degry ),

ry=ryqa+r; (0= degr; < degr, ),

Ik 3 = Tp—2Gk—1 +Te—1 (0 < degry ; < degry_;)

T p = Tp—1Gk + Tk (0 < degry < degry_)

Tk-1 = TkAk.1

Teorem. Iki coxhadlinin ®BOB-u onlar lzarinds qurulmus Evklid alqoritmindoki axirinci sifirdan
forqli galiga baraboardir.
Isbati. Malum teorems osason
(fig )= (Bir1) = ('1r2) = ... = (Pk-1 Tk ) = Tk

Qeyd edak ki, misallar hallinde ©BOB-un sabit vurug daqigliyilo yeganaliyini nozars alib, bolma
omoliyyatlarinda istor bélinani, istarsa do bdlani alverisli sabita vurmagq olar.

f va g coxhadlilorinin har ikisina bolinan ¢oxhadliys onlarin ortaq bdliinani, ortaq bolinanlarin hor
birini bélon ortag bdliinona ise on Kigik ortaq bolinen (O9KOB) deyilir.

f vo g coxhadlilorinin ©KOB-u [f. 8] vo ya OKOB [f. 8] kimi isars olunur.

Golocokda istonilon f, g € F I {iciin f -8 = (f19) - [f19] OBOB-la OKOB arasinda slago
diisturunun dogru oldugunu goracayik.

5. 9BOB-un xatti ifadasi vo ondan cixannaticalar.

Teorem.(f,g) = d olarsa, elo u, V € F [x] coxhadlilori var ki,
fu+gv=d, 1)

beloki,degu =degg ~ degv <degf,
Isbati. Evklid alqoritminds d = Tk gobul edib, axirincidan avvalki baraborliklorden ardicil asagidan
yuxart horakat etmoklo

M = Tz "1+ Ty [—Qk) = Trg—auy + Uy = Tg_3zUz + I3 Vo

alariq belo ki, Uz = Vi, V2 = Villy —Wqg
Nohayat, (1) barabarliyina golib ¢ixariq.
(1) barabarliyinds degu = degg olsa, onda
u=gq+r (degr = deg)
yazib (1) — d yerina qoyariq vo
f-r+glv+fql=d )

alariq. Artiq burada degr < deg . deg (v +fa )= degf olsadegg (v +fa )= degf g olar.



degf r <deg fyoldugundan deg [fr + (v +fa)] = degf- g olar, basqa s6zlo (1)-in sol tarsfinin
doracasi (hansi ki, d-nin doracasi olur) fg-nin doracesindon kigik olmur. Buradan da deg d = de g(fg)
ziddiyyati ¢ixir.

Natica 1. (f,g) = 1, yoni f,g qarsiligh sado olsalar, onda elo -V & F[x] coxhadlilori var ki,
fu+gv=1

Notica 2. (f, ® )= (W )=1olarsa, f@-¥)=1
Isbati:fu + @V =1 poraborliyini ¥ -yo vurub alariq
flug] + [u]v=9y
Demali f ilo ¥ -nin ortaq bélenlori f ilo @V -nin ortaq bélonlori il Ust-iists diisiir ki, bu da 1-dir.
Notica3.f-2ie vo(fiw)=1-8i¢
Dogrudan da fu + @V ="1 paraborliyini g-yo vurmagla buna inanmagq olar.

Odobiyyat: [2],[3],[4], [7].

Movzu 8.

Mevydan Uizarinda gatirilon va gatirilmayan coxhadlilor

1. Meydan Uzarinda gatirilon va gatirilmayan coxhadlilar

F meydanu iizorinds verilmis hor bir f € F [x] coxhadlisini ixtiyari 0 # €€ F elementi vasitosilo
f (x) = ¢ (€7 ) soklindo gdstarmok olar. Belo ¢ vo €™ vuruglarina f-in trivial vuruglar deyilir.

Torif. Ogor fe Flx] coxhedlisinin trivial olmayan vuruglari varsa, yoni elo ®¥ € F [x] coxhadlilori
varsa ki, 4eg® =0 deg W >0 olmagla yanasi =@ W goklinds gostarils bilsin, onda deyirlar ki, f
coxhadlisi F meydani tizorinds gotirilondir, agar f-in trivial olmayan vuruglar1 yoxdursa deyirlar ki, f bu
meydanda gatirilmayandir.

Mosalon, f (x) = x* =1 coxhadlisi rassional adadler meydan iizorinda gatirilon, g (x) =% — 2 iso bu
meydanda gatirilmayandir, hoqiqi adodlor meydani {izarinds gatirilondir.

Teorem 1. Ogor F meydani tizorinds P gatirilmoyan, f iss ixtiyari coxhadlidirss, onda P ¢oxhadlisi ya
f-i bolir, ya da p ilo f qarsiligl sadadir.

Dogrudan da P ¢oxhadlisi f-i b6lmirsa, onda P ilo f-in ortaq bdloni yalniz sabit ola bilor. Odur ki,
(p,f) = 1 olar.

Teorem 2. F meydani tizarinda gatirilmayan P ¢oxhadlisi f-8 hasilini béltirse,onda P coxhadlisi bu
coxhadlilardan he¢ olmasa birini boldr.

Isbati. P coxhadlisi f-i bolmdirso, (p,f) = 1, odur ki, elo u, V € F(x) coxhadlilari varki, pn + fv = 1,
bunun har tarafini g-ya vuraraq (pu)g + (fv)g = g, yaxud P (ug) + v (fg) = g barabarliyini alariq, sorts gora
sol toroflardoki toplananlarin hor ikisi p-ya boltndr, odur ki, g do p-ya bolundr.

2. Coxhadlinin gatirlimayan vuruqlarin
hasilina ayrilisi




Teorem. F meydani tizarinds istonilon misbat daracali normal ¢oxhadlini bu meydanda gatirilmayan
normal vuruqlarin hasili soklinds g6starmok olar vo bu ayrilis yeganadir.

Isbati.f € F Xl normal coxhadlisi gatirilmoyan olarsa, ayrilig dziinden ibarot olar. Oks halda, f-in an
kicik miisbat doracali getirilmoyon vurugunu i ilo isars edib f = p1-fialariq. f1 getirilmoyon olsa ayrilis
alinmis olar. Oks halda f1-in an kicik miisbat doracali gotirilmoyasn vurugunu Pz ils isaro edib: fy = Bf;
alariq. Omoliyyatin bu qayda ilo davami sonlu addimda qurtarar, ¢iinki bolonlarin doaracalori getdikco

azalir. Noticado
f= P BB (1)

kimi ayrilis almis olarig, burada vuruglarin har biri gatirilmayan normal ¢coxhadli olar.
GOstarok ki, (1) ayrilist yeganadir. Farz edak ki, f-in (1) —don basqa

f= qy0;.. 9y 2

ayrilis1 da var. It =M gobul edok. Onda

PPPa=Qiazedm  (3)

borabarliyi alinar.

(3)-iin sol torofi P1 -0 boliiniir, odur ki, sag torafi do P1 -0 bélinmalidir. Bunun iciin vuruglardan biri,
mosalond: ¢oxhadlisi P1-o béliinar. A1 gotirilmoyenolduguna goradi =F1 oldugda bu miimkiindiir. (3)-
iin hor torafini P1= a1 goxhadlilorine ixtisar edib

Py.Ph=0qz-.0m 4)

boraberliyini alariq. Yuxarida deyilon miihakimolorlo (4) borabarliyini P2 =z vuruguna ixtisar edorik.
amoaliyyati1 bu qayda ilo davam etdirdikdan sonra
Pmi1Pn=1

boraborliyini alariq ki, bu yalmz Pm+1 == =Pa =1 halinda mimkiin olar. Demali f-in (1) vo (2)
ayrilislart list-Usto diigor.

Qeyd edok ki, bu teoremds f-i normal ¢oxhadli géturmosaydik (1) ayrilist sabit vuruq dagigliyilo
yegano olarda.

3. Kanonik ayrilis va onun vasitasilo 9BOB-un,
OKOB-un ifadasi.

f-g=[fgl-(fg dusturu

Molumdur ki, F meydani tizarinds istanilon misbat daracali f (x) normal ¢coxhadlisini yegana
gaydada

f (x) = AxIP(x) ... Py () (1)

soklinda gatirilmayan normal vuruqlarin hasili soklinda gostorils bilor. (1) ayrilisinda istirak edon
vurug-lardan bazilori tokrar oluna bilor. Forz edok ki, (1) ayrihisinda Pr vurugu @1 dofo, P2 vurugu @2

dofo, nohayot Pk vurugu @k dofo okrarolunur. 1 £k=n. 0 =ag =n. QOnpda (1) ayrilist asagidak
soklo diigar:



oty

0y oy Oz
f=P R R )

(2) ayriligina f (x) —in gatirilmoyan normal vuruglar izro kanonik ayrilist adlanir.
Teorem.Forz edok ki, f.8 & F [x] coxhadlilari agagidaki kimi kanonik ayrilisa malikdirlor:
= PORELRE  _pPRfpi g
Onda bu ¢oxhadlilorin ©BOB-u vo OKOB-u, uygun olaraq asagidaki kimi ayrilisa malik olur:
€= PEPRLRY  Egl =PRELR )
Belo ki,
Y; = min {o;, B;}; 6; = max{ey, B;}.  i=12,..,k

Isbati. (u)-iin birinci diisturunu (3) diisturlar1 ilo miigayiso etsok gorarik ki, (f,g) coxhadlisi hom f-in,
hom da g-nin bolanidir. Farz edak ki, h(x) coxhadlisi f va g-nin hor hansi ortaq bolinidir. (3) diisturlar

. .., _phpt p . T . _ .
gostarir ki, h(x) coxhadlisi h ="1 "z "k soklindo gdstorilo bilor vo 0 = ti = ¥j(i = 1, ..., k). Ona géro

do (£.8) goxhadlisi h goxhadlisine boliiniir. Demoli (4)-iin, 1-ci diisturu vasitasilo gostarilon (.8
coxhadlisi f vo g coxhadlilorinin ©BOB-dur.

Eyni qayda lizra g6stormak olar ki, (3)-iin 2-ci dusturu ilo gostorilon [f.g] coxhadlisi f va g-nin
OKOB-dur.

Odobiyyat: [1], [2],[3],[4],[5], [7].

Movzu 9.

Coxhadlinin formal toramasi.
1. Halganin xarakteritikasi va coxhadlinin
formal toromasi

Forz edok ki, F vahidli halgadir.

Ogor < F; +> additiv gqrupunda e vahid elementinin tortibi, yoni ne = 0 sartini 6dayon on kigik natural
n odadi sonlu olarsa, onda deyirlor ki, F halqasi sonlu xarakteristikalidir vo e-nin tortibino halganin
xarakteristikas1 deyilir.

Ogar e-nin tortibi yalniz sifirdirsa, F sifir xarakteristikalidir deyilir.

Masalon, tam ododlor halgasinda istonilon n natural ododi Gclin n"1#0  yoni Z sifir
xarakteristikalidir, m natural adadi {iglin Z (m) faktor halgas1 m xarakteristikalidir, meydan ya sifir, ya da
sado xarakteristikali olur.

Tarif. Sifir xarakteristikali F meydani tizorindo
f(X)=a+aX + X+ + apx™

coxhadlisinin tdromasi n-1 doracali
fl(x) = a; + 2a,x + -~ + napx"~1

coxhadlisina deyilir.
F meydani sifir xarakteristikali olmasa bu torif 6zlinlii dogrultmur. Ciinki, F-in xarakteristikas1 sonlu

" . . n-1 _ -
n olsa, onda tdromonin bas hoddi M@n*" ~ =0 ola bilir.



Sabitin téramasi sifir gabul olunur. Coxhadlinin téromasinin téromasi ¢oxhadlinin 2-ci tortib
téromasi adlanir;

fi(x) =2a; +3-2agx+-+n(n—Dagx"2,  fMw=nay Ux)=0
Asagidaki xassalori geyd edok:
NYEgeF[xD) (f+[g] =f +g
) VEgeF[x]) (F-[2)]' =f'g+fe’
3) VAeF.feFx: (AL = af!
4) (F™ )L = m ™11, m- natural ododdir.
Bu xassalar bilavasita toromanin tarifindon gixir.
2. Coxhadlinin x — a ikihadlisinin
daracalarinag nazaran ayrilisi

Xarakteristikasi sifir olan meydan tizorindo
f(x) = apx™ + ajx™l o pay

coxhadlisinix — ¢ ikihadlisinin doaracalori izra ayirmagq tigiin avvalca f (x)-in x-c-ya bdlinmasindon
alinan 91 () gismatini vo 1 qaligmi Horner sxemi vasitasilo tapiriq. Sonra 91 () -in x-c
béliinmasindan alinan Gz () gismetini vo Tz qaligmi tapiriq. Bu qayda ilo davam edarok, nohayot @0
sabit giymatini vo T'n-1 qaligin1 tapiriq:
f=(x—clgy+rp

4= (x-clgz +r (1)

Qn-z= (X —C)qn_1 +I'n-2
Qn-1= (X — clag + 71

(1) borabarliklar sisteminds axirincidan baglayaraq qismatlorin har birini 6ziindan avvalkinds yerino
yazsag, naticads f coxhadlisinin ayrilisini alariq:

fx) = rg +rylx - +ry(x — [&)]? 4+ +r,_1(x—cInl yay(x —c)n (2)

Bu disturdan n tartiba gadoar téramas alib har birinds X =¢ yazsaq amsallarin f va onun téramalori
vasitasila ifadasini tapariq:
fli(c) £ ()
f(x)=f () +H'© (x-c)+ 21 (X-C)2+..+ nl (x-C)"

Bu dustura ¢goxhadlilor tigiin Teylor dusturu deyilir. Praktikada (2) diisturunun omsallarini tapmaq
ucun Horner sxemini gismatlor Gglin davam etdirmok va galiglart tapmaq slverislidir.

f(X) dp dy dg | mmmmme dp-1 i
C hn = 3 hl = Ch‘n + a4 hz = Chl + dy | "mmm- hn—l = Chn_g + Bpn_q I'p = Ch‘n—l + dy
C h'[] = dp Cy = Chn + h’l Cr = Chl + h’z """" Iy = Chk_z + h‘l':l—l
C |dy Iy-q
C Iy




3. Coxhadlinin gatirilmayan takrar vuruqglari

Forz edok ki, sifir xarakteristikali F meydani tizorindos f (x) goxhadlisi verilmisdir.
Torif 1. F meydaninda gatirilmayan P coxhadlisi vo P -5 béliinmayan hor hans1 g (x) ¢oxhadlisi
varsa ki,

f () =P*(x) g (x) L)

olsun, onda deyirlar ki, P (x) goxhadlisi f (x) —in K dofo tokrarlanan vurugudur.
Torif 2. f (x)=(x-c)¥ g(x) va g(x) coxhadlisi x-c-yo bolinmiirss, onda deyirlor ki, C elementi f (x)-in
k dofo tokrarlanan kokudir.
Teorem. Gatirilmayan P (x) coxhadlisi f (x) coxhadlisinin K = 1 dafa tokrarlanan vurugudursa, f*
(X) téramasinin k-1 dofa tokrarlanan vurugudur.
Isbati. (1) boraborliyinden téromo alaq:
flx = kP 1(x)P(x)g(x) + PF)g!(x) = PF1(x)[kP(x)g(x) + PIg (x)] )

(2)-nin sag tarafindo kvadrat métarizenin icindoki kP &)g(x) toplanam P(x)-o bélunmir, Px)g™1 (x )
toplanani iso bdlundr, odur ki, bu iki haddin comi P (x)-o béliinmiir. Odur ki, P (x)  £*G-in k-1 dofo
tokrarlanan vurugu olur.

Natica 1. Coxhadlinin sads vurugu téramays daxil olmur.

0ty Oz oy (X
Natica 2. f (x) = PR (). P k

(F (), £1 60 =P COR 60 LB ()

Natica 3. Soxhadlinin tokrarlanan vuruqlari o zaman va yalniz o zaman olmur ki, 0 6z téromasilo
qarsiligl sads olsun.

Yuxarida dediklarimizi goxhadlinin tokrarlanan koklori tGglin do sdyloyas bilarik. Onlar1 naticalor Kimi
geyd edok.

Natica 4. Coxhadlinin k dafa tokrarlanan koku téromanin k-1 dofo tokrarlanan kokudur.
Natica 5. Coxhadlinin sado koki tdromonin koki deyil.

kanonik ayriligdirsa,

Odobiyyat: [1], [2],[4].[6], [7].

Movzu 10.

Coxdayisanli coxhadlilar halqgasi.
Coxhadlinin daracasi.
1. Tamliq oblastinin ¢coxgat genislonmasi

£ tamliq oblastinin K althalgasi vo ¥1: ¥z, ~..Xm € £ elementlori verilmisdir.

Torif 1. K halgasinin *1:---Xm elementlorini 6z daxilina alan vo 4-in althalgas1 olan minimal
genislonmasina £ halgasinin K althalgasi vo %1 --:Xm elementlori torofindon yaradilmis althalqasi
deyilir. Bu halgan1 K X1 .. ¥m] kimi isaro edok. O, K-n1 vo X1 - Xm elementlorini 6z daxiline alan
biitiin althalqalarin kasismasindan ibaratdir.

Bu halganin elementlorinin noden ibaret oldugunu dyrenmok (ciin forz edok ki, K [¥1l — K halgas
lizorinda ¥1 doyisonli coxhadlilor halqasidir. Sonra amsallar1 K1 = klx1] —don olub X2 doyisenli
Kil%] = (k [2al)[x2] goxhodlilor halgasini quraq. Onda Kil%z] -nin elementlori



Ol (30y ) 0t (359 )% + -+ + oty (9 )25

soklinda cabri ifadalor olar, bels ki, har bir @i(x1) = @jg + o3 X3 + =+ iy xy (%ix £ K ). Demali,
(K [x1])(*2) = k [x1][%2] halgasinin elementlori

aj112%] 2% (aj152 € K)
(iyiz)eM

cobri ifadslori soklindadir, burada @ # MCN® = NxN
Torif 2. K [xilx2] | [¥moal[Em] = (K E1]l%] - [Xmoq](m]) induktiv disturu ilo tayin olunan
K 1] ... [¥ml halgasma K halqasinin m-qat genislonmasi deyilir.
Riyazi induksiya usulu ils isbat etmak olar ki,
K [Z1. %2, o Xm] = K [%][%5] o [y ]

Torif 3. Istonilon s€{L..m} fcin K [x1]..[%s] halqast K X1 --.Xs_1]—in sado transendent
genislonmosidirse, K [¥1; .--.Xml halgas1 K halqasinin m-qat transendent genislonmosi adlanir.
m-qat transendent genislonmani ardicil olaraq

K %] (K Ead%e] o [Xmog ] [xm])
kimi qurmagq olar. Sads transendent geniglonmodon molumdur ki, K tamliq oblastidirsa m-gat transendent

geniglonmo do tamliq oblastidir.

2. Coxdayisanli coxhadlilor halgasi
Coxhadlinin daracasi va xassalari

Torif 1. Sifirdan forgli kommutativ K halgasinin m-qat transendent genislonmosi olan K [X1, - Xm]
halqasina m dayigonli goxhadlilor halqast deyilir. Bu halganin hor bir elementi m dayisonli ¢oxhadli
adlanir.

Torif 2.A = a1 X7 hoddinin doracosi deg A =1 + = +im ododino deyilir.
Torif 3. Coxhadlinin daracasi hadlorin daracalarinin an boyuyiine deyilir.
Teorem. f,g € KIx1. -..Xm] m doyisenli coxhadlilordiss, onda

1) deg (f+g) = max{deg f,deggl (f+g+0)

2)deg (fr8)=degf+degg(fg+0)

3) K tamliq oblasti olarsa, deg (f* & )=de gf + de g g piitiin hadlarinin deracalori barabar olan
coxhadliya bircins goxhadli deyilir. Bu torifs istinad edib 3-ci xassani isbat edok:
Hom f-i, ham da g-ni bircins hadlarin azalan istigamatds comi kimi yazaq

f=@r+@+ -, g= WYy +ya+--
Onda aydindir ki,
degf=degy degg=degW; yydeg (f ) =deg (?1 V1) = deg
p;+degly =degf+degg.

Adobiyyat: [21,[31.[6], [7].
Movzu 11.
Coxhadlinin hadlarinin leksikografik diiziilisii




Simmetrik coxhadlilar

1. Coxhadlinin hadlarinin leksikografik diiziiliisii

Birdoyisonli coxhadlinin hadlorini daracalorin ya artan, ya da azalan istiqamatinds diizmok olur.
Coxdayisanli coxhadlinin hadlari tigciin daracalara gors diiziiliis miimkiin deyil. Masalan:

f (0¥ %) = x2%3%; + x¥xd +xx8

coxhadlisinin hadlorinin daracalari barabar olduguna gors hansinin ovval yazilmast malum deyil.
Forz edok ki, f (¥1:Xz2. .. Xn ) coxhadlisinin
Z IEI

k 1
" BE= bx'tw'..x

k, k, l
A=3% ¥ Xy 1%z ~¥p

hodlori verilmisdir. Ki —1i (= 1,2, .., 1) forglorini diizeldok. Ogor bu forglorin ilk sifirdan forgli
giymati misbatdirse, onda A haddi B haddindon ylksakdir deyirlor. Masalan,
A = x3x, B = 2x,x3x}
Burada 3-1, 1-5, 0-7 forglorinin ilk sifirdan farglisi 3-1=2- 0 oldugundan A hoddi B hoddindon
yuksok hesab olunur.

Coxhadlinin hadlarinin yiksakliya gors diiziiliisiine onun leksikoqrafik diiziiliisii deyilir.
Leksikoqrafik diiziiliisds an yiiksak hadds ¢oxhadlinin ylksak haddi deyilir.

2. Coxhadlilarin hasilinin yiksak haddi.

Teorem. iki coxhadlinin hasilinin yliksok haddi onlarimn yiiksok hadlorinin hasiline barabordir.
Isbati. f vo g coxhadlilarinin yiiksok hadlari, uygun olaragq,

kn

k, Kk, _ 1
A=2% XX B= bx /%, .X, '
ixtiyari hodlori isa
S1 SZ SEI — t1 tZ tﬂ
C=2aX X Xy, D=bxx" .5,

olsun. Onda elo i némrasi var ki, k1 = su. .. ki_; = Bi_1.kj = § olur. Homginin elo j némrasi var ki,

].1 = t].; :].j_l = t‘j—l-’ ]._] = t_]l O|UI’
. ky+ly ks+] kn+l 11, 1.,81+0; 5-+T Sptt e
Hasilin AB =ab X1" %~ " =Xn" " yaCD=2aD%" %7 T uXy™ " hodlor ucin

kl + ].1 = Sl +t1, "'!Ki—l + ]'If—l = Sf—l +tf_1_. k.'l + Il :3‘ .5'1 +t|.

Demoli AB haddi CD haddindan yiiksakdir. AB haddinin AD va BC hadlarindan yiiksok oldugunu
da hamin gayda ilo géstarmok olar.



3. Simmetrik coxhadlilor halgasi

Coxdayisanli coxhadlilor arasinda doyisanlorin istonilon yerdoyismasinds doyisikliys ugramayan
coxhadlilar xususi yer tutur.

Toarif 1. Kommutativ K halqasi tizorinds verilmis f (¥1 ¥2. --.Xn ) coxhodlisi 1 Xz .. %p
dayisanlarinin istanilon yerdayismasi zamani doyismoz galarsa, belo ¢oxhadliys simmetrik coxhadli
deyilir.

Mosalon, X1 + X+ ..+ Xp xf.tz + xlx% + -+t xn_lxﬁ, (%1 — %22 simmetrik
coxhadlilordir.

Teorem. S [%1.%2, -...Xn] n doyisonli simmetrik coxhadlilor coxlugu K [¥1. %2, -... Xn] —coxhadlilor
halgasinda verilmis omallara nazaran althalga toskil edir.

Dogrudan da, simmetrik ¢oxhadlinin torifindon goértnar ki, simmetrik ¢oxhadlilorin comi, forgi vo
hasili do simmetrik coxhadlidir vo K [%1.%2, .. Xn] —da oldugu kimi S [¥1. %2, ... Xn] —da halqanin biitiin
sortlorini 6dayir.

S [¥1.Xy, ... Xn] halgasina simmetrik coxhadlilor halqas: deyilir.

Torif 2. ¥1.%g, -..Xn dayisonlorine gors qurulmus asagidaki goxhadlilora elementar simmetrik
coxhadlilor deyilir:

oy = ¥+ Xy + ..+ Xp

0= Xy X3 +XX3 T .. +Xp_1Xp
03= X)X;X3 T XXXy + oo + X 3 Xp—1¥p

On-1= ¥g¥p..Mpq+ ¥y¥p .. Xp o¥p + 0+ Xpx3 .. %
Op = X3X3..Xp |

4. Simmetrik coxhadlinin yiksak haddinin
Xassalari

ky ko ky o . . -
Xasso 1. A =3%; ¥;" Xn simmetrik f coxhadlisinin yiiksok hoddidirss, onda k1 = ks = - =z Ky |

Isbati. f simmetrik ¢oxhadli olduguna géra onun torkibine A haddi ilo yanas1 asagidaki hadlor do
daxildir:

k Kk _k k k
1zxz1}{33 e C:E'xll

B=23% n

A haddi B haddindon yiksok olduguna gora X1 — in A-daki doracasi B-doki daracasindan kicik ola
bilmaz, yoni k1 = k2. Homginin A haddi C hoddindon yiiksok olduguna géro X2 -nin A-daki derocesi  C-
doki doracasindon kicik ola bilmoez, yoni k2 =ka olar. Bu gayda ilo dorocolor arasindaki qalan

borabarsizliklori do ishat eds bilorik.
_ II::l_l':z kz_kz l':n—:l‘l':n kN .. R kl kz l':n .
Xassa 2. ¥ =201 9, +=Ta_1° %n coxhadlisinin yliksok hoddi %1 2 ~¥n -dir.
Isbati. O1, 02 .-.0n_1,0n elementar simmetrik goxhodlilorinin yiiksok hodlori, uygun olaraq,
asagidakilardir:
Kl , lez ,lez ...Kn_lgxlxz "'KTI.

Hasilin ylksok haddi hagqinda teorema asason

k-ky k-k L
ag, ., Y« S .oy

coxhadlilorinin ylksok hadlori asagidakilar olar



ax 10k 1-k2)  (x1-x2 ks L Gy xp g RETITER ) KD

Ky ke
1 =2

Onlarin hasilinin yiiksok hoddi 3%, % n

o B

olar ki, bu da #® c¢oxhadlisinin yiiksak haddidir.

Odobiyyat: [2],[3],[5], [7].

Movzu 12.
Simmetrik coxhadlilor hagqinda asas teorem vo ondan cixan natica.

1. Simmetrik coxhadlilor hagginda asas teorem

P meydani tizorinds ¥1. ---.Xn dayisonlarinin istanilon simmetrik ¢oxhadlisini 1. Oz, ---. On elementar
simmetrik coxhadlilorin ¢oxhadlisi kimi gostarmak olar.

. ky & kn
isbat. Forz edok ki, f simmetrik coxhadlisinin yiiksak haddi 20%1 %2° ~Xn" = dir,

f,=f-— ancricl'kzcrgrh : crk"'l'k”gﬁ” =f-h (1)

"Ta—1

simmetrik coxhadlidir. Malumdur ki, f va h coxhadlilarinin yuksak hadlari borabardir va

k, &
1x 2. X

Kn
20Xy %" Xn" jfadosidir. Odur ki, f1 coxhadlisinin yiiksok haddi f-in yiiksok hoddindon asagidir. Forz
Ll ko
edok ki, f1-in yilksok haddi #1%1 ¥2" -~¥n" -dir. Onda

f=f—aor . o glao g by (2)

Onda fz simmetrik goxhadlidir vo onun yiiksok hoddi f1 -in yiiksok haddindon asagidir. ®moaliyyati
bu gayda ilo davam etdirarok yiiksok hodlori azalan istigamotdos diizillon f = fo = f1 = f; = - simmetrik
coxhadlilarinin azalan zoncirini alariq ki, bu sonludur. Yani mioyyan s+1 addimdan sonra

-t Tn—1"tn _tn _
fs.q =fs 80y " 077 “en =0 (gyg)

alariq. (1), (2),...,(S+3) barabarliklorini torof-torofs toplasaq:
ki-k; li-Iz -tz tn

k 1
f (¥1. %2, e, Xp ) =200y ~Op" T ayey “.. Op't+-+aso; *..0n

oldugunu alariq.

2. Simmetrik coxhadlilor hagginda asas teoremdan
cixan ndticod

Forz edok ki, adodi K halqast iizorinde ©5) = X" +a;x" 4t ay coxhadlisie

@) = (x — ¢y )l — cz) .. (x — e goklinds xotti vuruglarma ayrilir, belo Ki, €1 €2 --€n € € kompleks
ododlordir. Ogor f (¥1- Xz, --.Xn ) omsallar1 K halgasindan olan simmetrik ¢oxhadlisidirsa, onda



f (€1 -:Cn) € K.
isbati. X" + a1x" 1+t ag= (X - )X —c2) . (x —€n) borabarliyindoki motorizalari agib eyni
daracali hadlilorin amsallarint borabarlogdirsok alariq:

Ci+Cit++Ch=q (ey,..,epl=—a3
CICZ + Cﬂ:; + e c!‘l—lcﬂ = &3 [:El, ...,En] = ds (1)

CiCy..Cp = op (€1, weeucp) = (—1)"ay

Osas teoremoa istinad edarok f simmetrik ¢oxhadlisini amsallar1 K-dan olan @1 - @ elementar
simmetrik coxhadlilarin goxhadlisi kimi yaza bilorik.

f (¥ . %n)= g [01 (Xy. e X )i o, O (K100, Xp)]
Onda %1 =F€1,..., %n = €n giymatlorini qoysaq vo (1) barabarliklarini nozars alsaq
f (C1r-2Cn) = g (—3132 -, (—1)™an ) oldugunu tapariq. g € KXy u¥pl. a..,ap €K oldugunu
nozers alsaq f (€1 - cn) € K olduguna omin olariq.
Misal. @) = x*3 +2x + 3 = (x + 1)(x — (1 + i11)/2)(x - (1 — iW/11)/2 )

f (¥ X2 X3) = XE + x% + x§ € Z[x,. %;. X,4]

14+iy11 1 - Wil

f(CvCnCa)=f(-1,” 2 '~ 2 )=1+(1+i11)y2)"2 + (1 -#11)/2)"2 =F=1+
1+2i/T1—11+1—2W1T-11 _
) -

=1-5=-4 EZ

3. Simmetrik coxhadlilorin elementar simmetrik
coxhadlilara gatirilmasinda muxtalif tsullar.

Osas teoremin isbatt hom do simmetrik cohatlorinin elementar simmetrik coxhadlilor vasitassilo ifads

olunmasina praktiki imkan yaradir. ©9gor
aXET + X52 xK
simmetrik coxhadlinin hiddidirss, onda %1, -+ %n dayisonlorinin butln mimkin yerdsyigsmalarinds

alinan hadlar do bu ¢coxhadliys daxil olmalidir. Bu ciir hadlarin comini

S (a"‘i':1 +x7° R
kimi isara edok. Bu goxhadli bircinsdir vo monogen ¢oxhadli adlanir. Aydindir ki, istonilon simmetrik
coxhadlini muxtalif doracali monogen goxhadlilorin comi kimi gdstarmak olar. Masalon, n dayisanli
f=s (Xfxz ) coxhadlisini elementar simmetrik ¢oxhadlilor vasitasilo ifado edok. Burada yiiksak hadd
i’ _dir. Ona uygun ifado 1 = o oz = 010; gjr.

P1 =010 = (X + X+ +Ep)E1xy + 2123 + o+ XpqXp) =
= xJx; +xJx3 + - + 3(X1Xp¥g + Xy Xpxy + - + Xp_p Xp—_1%p) = S(x %) + 35(x13%5%5)

fy = f— @y = 38(x3x2x3) = —303  Odur ki, f = f1 + ©1 = 610, — 303,



Daha murakkab misallarda namalum amsallar tGsulu adlanan tsuldan istifads olunur. Bunu bir misalda

qisa izah edok: f= S (x{%% ). Bu coxhadlinin yiiksok haddi Xf %3 -nin doracosi 4-diir. Asagidaki cadvali
tortib edok:
4=2+2+0+0
4=2+1+1+0
4=1+1+1+1
Qeyd edok ki, bura 4=4+0+0+0 vo 4=3+1+0+0 hadlorinin daxil edilmasi monasizdir, ¢iinki i -lor
yuksak haddon baslayir. Onda

f (X1 o Xn) = 622637 %0-%2 + Aci 1611617 %! + Bol tol-l6i 1ol = 6% + Aoy0, + Boy

A, B amsallarini1 tapmaq tigiin ¥1. ----¥n doyigonlorin iki cur giymat verib f-in va G1.02.03. 04 -(in
giymatlorini tapmag kifayatdir. Bunun naticasinds f = 0 — 20103+ 20y alariq.

Odabiyyat: [2],[3],[5], [7].

Movzu 13.
Iki coxhadlinin rezultanti. Iki machullu cabri tanliklar
sistemindan machulun aradan cixarilmasi.

1. iki coxhadlinin ortaq vurugunuin varhig teoremi.

F meydani tizarinds verilmis birdoayisanli f, g coxhadlilorinin miisbat daracali ortaq vurugunun
olmasi sartini tapag.

OBOB-un torifindon ¢ixir ki, iki ¢ox hadlinin biitiin ortaq vuruqglart ¢oxlugu ©BOB-un vuruqlari
coxlugu ilo Ust-Usto diistir.

Teorem. Farz edak ki,

f(x)=ax" +arx" 1 ++an, g (x) = box™ +byx™ ! + £ by

coxhadlilori verilmisdir, 2 # 0.by # 0 _ f v5 g goxhadliliorinin onda va yalniz onda miisbot doracali
ortaq vurugu olar ki, asagidaki sartlori 6dayan ¢ (X) vo d (x) coxhadlilari olsun.

a) fc=qd

b) ¢ (x)= x™ by, d(x) = dox™ 4 b dpg

c) ¢ vod coxhadlilorindon heg olmasa biri sifirdan fargli olsun.

Isbati. f vo g coxhodlilorinin U ortaq vurugu varsa, elo C vo d goxhadlilori var ki, f = du, g =cu,

onda ¢ va d ¢oxhadlilori a) —c) sartlorini 6dayar.
Indi forz edok ki, a) —) sortlorini 6doyan ¢ vo d goxhadlilori var vo f (x)-in daracasi n-dir, onda 2 # 0.
ogor (c,d) =® olarsa,c= €1 @ d=d1 @ y5(c1.d1 )=1 olar. Onda a) sortino asason f €1 @ =g
di ¢ vodemolifc1 =gd1 -

Buradan goriinir ki, f €1 #d1 . (€1 .d1 ) =1 oldugundan £ 91 yoni elo t miishot doracali t
coxhadlisi var ki, f=d1 t |



f-in bu giymatini (1)-do yerins yazsaq alariq

dl t oy :gdl

Buradan gorundr ki, musbat daracali t coxhadlisi g-nin da bélanidir. Demali t coxhadlisi f va g-nin
ortaq bolanidir.

2. Iki coxhadlinin rezultanti.

Molum oldugu kimi f va g coxhadlilarinin misbat doracali ortaq vurugunun olmasi ii¢iin elo ¢ vad
¢oxhadlilorinin olmasi lazimdir ki, fc=gd olsun. Farz edok ki,

f(X) = Elnxn + Ell.tn_l + o+ ap. g [:xj = bnxm +b1xm—1 ¥ "'+bm
cx)=Cx™ +ex™ b oy, d(x) = dox™ T +dx" 2 4t dyg

Bu ifadslari fc = gd borabarliyinds yazsaq alariq
:(aiﬂxn + = + Eln} (Cnxm_l + - + C-m_l) = (bnxm + "'+ hm)( dnxn_l + - + d'r:—l)

Motarizalari agib x-in eyni doaracali amsallarini barabarlosdirsok alariq:
dpCp :bndn
EI]_CD + EIDCI = hldﬂ +hnd1
ayCp + a9Cy + 8pCp = bzdn + bldl + bzdg (1)

AnCm-2 + 816 1=bpmdp 7 +by_1d, 1

antm-1 = bymdy_1

n + m sayda olan bu baraborliklore Co.Cy, --..Cm_1.dp.dy. ..., da—y mochullarina nozeron xotti bircins
tonliklor sistemi kKimi baxa bilarik. Bu sistemin sifirdan fargli hallinin olmasi onun bas determinantinin
sifira borabar olmas1 zoruri va kafi sortdir. Boraborliklorin sag teriflorini sola kegirib GorC1s .Gy | -
dp. dy, ... dn_1 -0 nozoran qurulan bircins sistemin osas matrisini transponirasinin determinant1 asagidaki
sokildo olar:

apg aj ..-ap

dg 41 ..dp

©n

R=(fg) =

/ o T - . . -
Burada istirak edon (2 21--2n ) satirlorinin say1 m, I(bJo b1 ..bm) sotirlorinin say1 n-dir.
R = (f,g) determinantina f vo g ¢oxhadlilorinin rezultant: deyilir.
Beloliklo, asagidaki teorem isbat olundu.




Teorem. f (x) = @™ €+ ap g (x) = bpx™ + -+ bm goxhodlilorinin (28 # 0.by #0 )0 zama
Vo yalniz o zaman miisbat daracali ortaq vurugu olar ki, bu ¢oxhadlilorin rezultanti sifira baraboar olsun.

3. Machulun aradan cixarilmasi

Hec olmasa biri geyri-xatti olan iki tonlikdon ibarat iki machullu tanliklor sisteminda mochullardan
birini rezultantin k6moayilo aradan ¢ixarmaq vo belsliklo sistemi sadalogdirmak olur. Bu da bir ¢ox
hallarda homin sistemi hall etmoya imkan verir.

Forz edok ki, C — kompleks odadlor meydaninda x vo y doayisonli f vo g ¢oxhadlilori verilmisdir.
Asagidaki cobri tonliklar sistemino baxaq:

f(EY)=0
g(*¥)=0

bu tonliklarin har ikisinds istirak edon ¢oxhadlilori X machulunun azalan daracalari tizra diizak.

fEy ) =a@)x" a1 (¥)x" T+ +anly) =0,
g (%17 ) = ba(1)x™ + b1 (¥)x™ 1 + -+ by(y) = 0, 1)

burada 2i (¥)-bi@) € € [¥] - C lizorindo birdayisenli coxhadlilordir.

Forz edok ki, C meydaninda (1) sisteminin (% B ) halli var vo 20(B).bo(B) adodlorindon heg olmasa
biri sifirdan farglidir.

f (B ) = 20(B)x™ + a1 (B)x" T 4+ +2an(B) =0,
g (1B ) = bo(B)x™ + b1 (B)x™ ! + -+ by(B) = 0 )

sisteminin @ halli var; odur ki, (2) sisteminin rezultant1 R (B ) = 0 olar. Tarsins, ogor R (B ) = 0 olarsa,

(2) sisteminin @ holli olar va naticado (% B ) (1) sisteminin halli olar.
Beloliklo, (1) sisteminin halli R (y) = 0 tanliyinin hallino gatirilir.

Odobiyyat: [1],[2],[4], [7].

Movzu 14.

Kompleks adadlor meydam iizarinda coxhadlilar.
Cobrin asas teoremi vo ondan cixan naticalar.

1. Coxhadlinin modulunun kasilmazlivi.

Forz edok ki, C [x] — kompleks ododlor meydani iizorinds goxhadlilor halgasidir.
Teorem. Coxhadlinin modulu butin kompleks adadlor ¢oxlugu tizorinds kasilmoz funksiyadir.

isbati: Gostorak ki, istanilon £ = 0 odadi tictin elo 8 = 0 var ki, x —al =& horabarsizliyini ddeyan
x€C {ciin |feal = |f(@)] <=



Forz edok ki, f-in doracesi = 0 f (x)-i x — a-n1 doracalori lizro ayiraq:
f(x)=f(a) + Cilk—a)+ -+ Cn(x—a)™ Ch#0

Buradan
f(x)-f(@)+Cix—a)+~+ Cn(x—a)" Ondalf (x) — f@|=ICillx~al++[Cp|lx—aln

b = max {lCil, -...ICnl} kimi isaro etsok, (x-a) =1 oldugda |* —alk £ |x - al olduguna goro alariq:
f(x) — f(a)] < nb |x — a

£ £
kx—-al<—.6= min{—,l

nb n } gotiirsak, (x-a) <@ oldugda lfcal=r@[ < 1f ) — @I <= gy,

2. Coxhadlinin modulunun artmasi

Teorem. Forz edok ki, f € C[x] miisbat doracsli coxhadlidir. Onda istonilon M = 0 odadi tictin elo
=0 varki, [xl =t oldugda If )| =M olur.

isbati. Forz edok ki, f (x) = anx™ + an_1x™ ' + -+ a1x + an . Onda kompleks adadin modulunun
Xassasing asason

lapx® +ap_1x" 1 4w+ ajx+ ap| = lapx®| - |ag_x*1 £t ajx+ag| = |axt—

[ _( anal o, laol )]
~(lan-allx"7H + - + layllxl + lagl) = lap||x| 1 lap ||| =" |lan [|x]
-
b = max!{l n 20} gobul edib If (%) = lanllxln [1 —b(1/[xind * 4 + -+ 1/2)]
1 1
_E_
alariq, k = L%l =1 oldugda l%l% = 1=l yoni <[k ™ %l oldugunu nozors alsaq
nb nb 4

£ ()| = lanllxln (1-1x]) - x| Kifayat qodor béyiik giymatlorinds 1- [X] =2, odur ki,
1

o (25
1, 2nb,
r = max lanl/ ) gobul etsok, x| = T oldugda |f ()| =M ofar.

3. Coxhadlinin modulunun
an Kicik giymati

Teorem. f € Cx] miisbot deracali coxhadlisinin modulu istanilon mohdud dairada 6ziiniin on kigik
giymatini alir.

isbati. | €T oldugda |f (%)| coxlugu asagidan mohdud olduguna gérs onun daqiq asag sarhaddi
var.

m = inf If ()]
%] er

gobul edok. Gostorak ki, elo @ € S_r (Ix| =1 yvar ki, m=[f (@),
Infimumun torifina asason istanilon n Gictin elo €n = 0 ododi var ki, %! =7 oldugda



m= If(xp)l =sm+ep,

Onda ]}%Ifixnjl -

¥n} alt ardic1llig1 ayirmaq olar. Forz edok lim ¥n = @ Modulun kasilmozliyino osason
lim [£(v,)| = [£(2)]

Zn ardicilligr ya 6zii yigilan olar, ya da mohdud oldugundan, ondan yigilan

%iﬂlf{xnjl :nlﬂ"lm|f(!r’n]

Digor torofdon a = " Buradan limitin yegansliyine osason a = If(a).

Digar torafdon, M = If(0J1 = 0 gabul etsok, modulun artmas1 xassesine asason elo r= 0 varki, [xl = r
oldugda £l =m  olur. Buradan goériniir ki, coxhadlinin modulunun lIxll =T dairssindon xaricdoki
giymotlori daxildoki giymotlorindon kicik ola bilmez. Onda %l z r dairssinin daxilindeki IfGI-nun
minimum giymati bitin kompleks mustavidoki minimum giymati olur.

Natica. Miisbat daracali kompleks omsalli har bir {3} coxhadlisinin modulu biitiin kompleks
mustavida 6zUnin on Kigik giymatini alir.

4. Dalamber lemmasi.
Kompleks adadlor meydaninin cabri gapahhig

Lemma. Forz edok ki, f € Cx] - miishot doracali goxhadlidir vo @ € € . Ogor fla) # 0 olarsa, onda

elo be C odadi var ki, 0! < [f(2)].

Bu lemmaya istinad edarok kompleks adadlor meydaninin cobri qapalililgi hagqinda asagidaki
teoremi ishat edok.

Teorem. Daracasi vahiddon kigik olmayan adadi amsalli har bir goxhadlinin kompleks adodlor
meydaninda he¢ olmasa bir kokii var.

Isbati. Forz edok ki, f € CIx]  degf = 1 soxhadlisi verilmisdir. Onun sorbast haddini f (0) = @n ilo

isaro edok. M = If(0) = |an| gobul edok. Onda elo N > 0 var ki, 1x = N oldugda 69! = M = |£(0))]
olur.

} dairasindoa /f0)1 -in minimum néqtosi var, onu o ilo isaro edok. Bildiyimiz kimi
Xy nogtesi fG1-in bitiin kompleks miistovide minimum nogtesidir. Ogor {3 # 0 olsa, elo X1 € C

olar ki, If)I < |f(xﬂj| . Bu iso IfG<)l -in minimum olmasi sartine ziddir. Demoli, fxg) =0

5. Kompleks adadlar meydaninin cabri
qapahihigindan ¢ixan naticalar.

Natica 1. Daroacasi 1-don boylik olan har bir adadi amsalli ¢oxhadli kompleks adadlor meydaninda
gatirilondir.

Isbati. Kompleks ododlor meydanmin cobri gapaliligi teoremino osason bu sasdo doracasi 1-den
boylk olan har bir adadi amsalli ¢oxhadlinin he¢ olmasa bir a kompleks koku var. Onda f (x) coxhadlisi
x-a ikihadlisina béllnar, yani f (X) = (x-a) g(x), burada g (x)-in daracasi 0-dan boyk olar.

Natica 2. Miisbat doracali hor bir f € CIx] goxhadlisini miiayyen bir kompleks adad ilo normallasmis
Xatti vuruglarin hasili soklinds yegans gaydada gostarmok olar; f (x) = ¢ (x - @1)...(X - @n).



Isbati. f-in heg olmasa bir @1 kokii var, odur ki, f (x) = (x - 1) f1 (x) kimi g6stormak olar. Dgor fi
(X) doracasi sifir olarsa, natico alinar. Oks halda f1 (x)-in he¢ olmasa bir 22 kokii var. Odur ki, f1 (x) = (x
- 22) f3 (x) kimi yazmagq olar. ®moliyyati bu qayda iizro davam etdirsok, miioyyon n-ci addimda
fn_1(x) = x —ay)-C alar, noticado
f(X)=C(x-2a1)(x-2z2)...(X-2n)
alinar. Ayriligin yeganoliyi meydan {izorinds gotirilmoyon vuruqlara ayrilisin yeganoliyindon gixir.
Qeyd edak ki, (1) ayrilisinda da boazi koklor tokrar oluna bilar va (1) ayriligini

f(x)=c(x-2a1)(a1)E-a2)(@2).(x-ak)(@k)

soklinds yazmagq olar. Ona f (x)-in kompleks adodlor meydanindan kanonik ayrilis1 deyilir.
Natica 3. Mushat n doracali har bir adadi amsalli goxhadlinin kompleks adadlor meydaninda n sayda
kokd var.

6. Vivet diisturlan

Odadi amsalli n daracali normal

2

f(x)=x" Fagx" +ax ety gx+a, (1)

coxhadlisinin koklori @4. @, --.. ¢y olarsa, onda
FX)=(x-%)(X-%)...(X-%n-1 ) (X-%n) (2

ayrilist dogrudur.

(2)-nin motarizalarini vurub, hadlori daracalorin azalan istigamati Gzrs diizsask va (1)-in uygun
daracali omsallari ilo eynilosdirsok asagidaki barabarliklori alariq.

oy = —(oty +op + - + 0ty )

o = [(a) 1@z + @13 + -+ ﬂn—lﬂn}
a3=—(alaZa3talaZad++an—2)am—1)an )

am-1)=(-1)'n-1)(@laz.a(n—1)+a2a3..an)

an = (—1)" oy ..op

Kompleks ododlor meydani tizorinds verilmis ¢oxhadlinin omsallar1 ilo kdklori arasinda
munasibatlor yaradan bu diisturlara Viyet diisturlar1 deyilir.

Odabiyyat: [1],[2],[4], [6], [7].

Movzu 15.
Haqiqgi adadlor meydam uzarinda coxhadlilar.
Uc daracali tanliklar.

Haqigi amsalli coxhadlinin xavali
koklarinin qosma olmasi.




Teorem. f € RIx] - hogigi omsalli coxhadli, @ € C ixtiyari kompleks adoddir. Onda £ @ = () |

isbati. f (x) = 20%X" +a;x" " +--+ay_1X+a, Ondaf(x)= X" +a1x 1 4+ +8p X +3;
Omsallar hogiqgi adodlor oldugundan & =2; . Odur ki,

o) =agxn14 bap T+ ap = apx" + 2014 4ap X +ay

x = @ oldugda f(@) = f (@) almnr.

Natica 1. Hogiqgi omsalli goxhadlinin @ kompleks kokii varsa, @ kokii do var.

Natica 2. Hoqiqi amsall1 tok daracali goxhadlinin heg olmasa bir hagiqi koku var.

Dogrudan da agor buttin koklar tomiz kompleks koklair olsa idi, onlarin har biri ilo yanasi kompleks

gosmasi da kok olmali idi, odur ki, bu koklar ¢coxhadlida clt-clt yerlosmali idi va naticads ¢oxhadlinin
doracasi ciit olmali idi.

2. Haqgiqgi adadlar meyvdam uzoarinda coxhadlinin
gatirilmayan vuruglari.

Forz edok ki, f € RIX] —hogigi omsalli normal coxhadlidir 1. €z, -.-.@n jso onun imumiyyatlo
kompleks koklaridir. Bu koklardan bazilari hagiqi adadlor ola bilar, agar ilk k sayda koki hagiqi hesab
etsok, onda f (X) = (x - @) (x-02)...(X - @) f1 (x) kimi gostarils bilor. f1 (X) — hagigi emsaldir, koklori
iso tomiz kompleks adadlordir.

fi (x) = (x-PB1) (x-PB1) ..., (x-Be) (x-Be) = 52— (B +Ba)x + BaBi] - [x2 — (Be + Be) x + BoBe

Bi + By vo B; + By (1=1-.1) hogiqi odadlor olduglarina géra bu kvadrat vuruglar hagigi adodlor meydan:
Uzorinda gatirilmayon vuruglardir va onlar1 haqiqi adadlor meydani iizorinds Xatti vuruglarin hasili kimi
yazmag olmaz (oks halda hagiqi odad tomiz kompleks odados barabar olardi). Bu dediklorimizi asagidak1
teorem soklinds yekunlasdira bilarik:

Teorem. Hoqiqi adadlor meydani tizarinda ¢oxhadlinin gatirilmoyan vuruglari ya x- 0 soklinda xatti
vuruglar, ya da x* +iBx + ¥ soklindo kvadratik vuruqglardir.

3. Uc daracali tanliklarin halli iiciin
Kardano disturu.

Kompleks omsalli

vi+ay®+hy+c =0
a
tonliyina (¢ doracali normal tonlik deyilir. y=x-3 avozlonmasindon sonra bu tonliyi

x'+px +q=10 (1)
soklina gatirmok olar. Ona (¢ daracali tonliyin kanonik sokli deyilir.

Forz edok ki, %0 £ C odadi (1) tonliyinin kokiidir. Kémokgi u doyisoni daxil edok vo asagidaki
coxhadliys baxaq:

, P
" —Xpll — —
0= 73

fu)=
Bu ¢oxhadlinin koklorini V= £ ils isars edok. Viyet teoremino osason



a+ f=x (2)
P

“f="3 ©)
Xp —1n (3) qiymatini (1)-do yerino yazsaq alariq:

(c+ B)*+Pla+ B)+q=0 yaxudo® + B+ 3aB+P)(a+ B)+9=0 (3)-oosason 3P +P
=0 olur ki, naticado

o + B+ q=0
P?:‘

I.pi=__ )
o - B 27 -ni do olavo etsok, @ vo B? ododlori

almir. Bura

3
Z' + qZ -

27 =0
tonliyinin hallari olarlar. Odur ki,
I I
Y O A I W
N oz e 27 N o244 27
voxo =+ B olduguna goro (1) tonliyinin halli
|
g, @8 P? a_ (q* P?

soklinds alinar.
Bu distura (¢ daracali taniliyin halli Gglin Kardano dusturu deyilir.

4. Uc daracali tanliyin hallarinin vahidin
koklari vasitasilo ifadasi

Kardano diisturunda istirak edon har kub kokiin ¢ qiymati var. odur ki, kub tonliyin 9 kokii alinir.

Bunlardan 6-s1 avvalki 3 koklo tist-lsto diisor. Clinki @ —¥2 qars1 B -nin elo giymatini gotirmok lazim
P
golir ki, ® = 73 sortini odasin.
Forz edok ki, @1. B1 bu sorti édoyan giymotlordir.
1 43 5 1 43

E=——41i—, e =———i—

2 2 2 Z

Vahidin 3-cii daracadan kokloridir, £+ = —1 e2" = +£' =1 gldugundan, @ = @& | B2 = B1g? va
ag = aye” B3 = B1= uygun olaraq X1 = o + B2 %2 = a3 + Bz kub tonliyin digor iki kokii olacaqdir.
Beloliklo 1 = ay + By |



a+P Py
2 +iv'3 2

oy + By I,_':II_BI
=5 W33

X, = aye + Bt =

Kub tanliyin vahidin 3-ci doracadoan kokloari asasinda qurulmus kokloridir.

5. Haqigi amsall iic daracali tanliklarin diskriminant
vasitasila arasdirilmasi.

Hoqiqi amsalli ti¢ doracali tonliyin kanonik soklini yazaq:
X +px+q=0

Bu tanliyin hallorinin arasdirilmasinda diskriminant adlanan vo Kardano diisturundaki kvadrat kokiin
altinda duran
qz PB

A=~
2 T37

ifadasi asas rol oynayir.

Asagidaki hallar1 nozardan kegirak:
1) 4> 0. By halda Kardano diisturunda kvadrat kokiin altinda miisbat odod durur, ona gére do kub
koklorin altinda hagiqi odadlor durur. Hoqigi adadin isa kub kokuniin bir hoqiqi iki kompleks qosma

giymoti var. Forz edok ki, @ -nin haqiqi giymoti @1 -dir. Onda B -nin da B1 giymati hogigi adod olar vo
%1 = o + B1 hogiqi kok olar. Qalan iki kok

X = oy + g’ ®3 = oqe’ + Pys

diisturlart vasitasilo tapilir.
Beloliklo 4= 0 olduqgda (1) tonliyinin bir haqigi, iki kompleks qosma kokii var.

zl_q

c:::E:.J—

:[ q

4, _a
2) 4= 0 Bu halda 2" Koklordon biri haqigi olmalidir. Forz edok ki, X1 = @ +B1=2+" 2
hogjigi kokdiir. Onda Xz = @&” + aye = ay(e® + 8) = —ay.x3 =age+ are® =ay(e +2%) — _« galan iki
kok olar. Demali, = 0 olduqgda (1) tc¢ hogiqi koki var va bunlardan ikisi tokrarlanir.

3) 4=~ 0 | Bu halda Kardano diisturunda kvadrat kokiin altinda moanfi hogigi adod durur. Odur ki, kub
koklorin altinda qosma kompleks adadlor durur. Bununla bels (1) tanliyinin koklarindan biri haqiqi oadad
P

olmalidir. Forz edok ki, bu kok =i = o+ By-dir, by = 3, olduguna gora bunlar kompleks
gosmadirlar. Odur ki, @12 vo Fi€  @4€ v B1=® odadlori do kompleks qosmadirlar. Odur ki,
%y = ay® +By2 | X3 = oye + By=® koklori do hoagiqi ododlordir.

Buradan gorundr ki, &= 0 olduqda lg doracali hagigi omsalli Kanonik tonliyin ¢ hagigi mixtolif
kokd olur.
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